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En !a presente obra Intitulada “Analisis Matematico II para Estudiantes de 
Ciencia e Ingenierfa” en su 4ta. Edicion, hemos aprovechado de !os numerosos y valiosos 
comentarios y sugerencias de mis colegas que elaboran en las diversas universidades de la 
capital, al igua! que la 3ra. Edicion se expone en forma teorica y practica. los metodos de 
mtegracion, integral derlnida, integracion impropia, integracion mini erica, Ecuaciones 
'arametricas, Coordenadas Polares y sus aplicaciones, las funciones Beta v Gamma, los 



polinoniios de Taylor, as! mismo se ha incluido en las integrales 



indefmida las ecuaciones 



diferenciales send lias y sus aplicaciones < 
la integral indefinida en la Admin istracior 



:n esta 5ta edicion se ha incluido las aplicaciones de 
y Economia, tambien se ha incluido las aplicaciones 



de la integral definida en la administration 



economia; se ha hecho la demostracion de las 



propiedades de la integral definida, se ha incluido tambien mas ejercicios desarrollados y . 
propuestos de las practicas y examenes tie las diversas Universidades de la capital. 



La parte teorica se desarrolla de manera metddica y con especial cuidado, 
tratando de no perder e! rigor matematico pero tratando de no caer en el excesivo formulismo 
que confunde al lector. « 

La lectura provechosa del presente trabajo requiere del conocimiento previo 
de las funciones reales de variable real, los Unities y continuidad de una runcion, asi como ta 
derivation de las funciones en una variable. 



fisica, ingenieria 
conocimientos m 



La oresenle obra es recomendable para estudiante de ciencias matematicas, 
, economia y para toda persona interesada en fundamental- solidamente sus 
atematicos del anal isis real. 
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1.1: I NTROI)U C €ldN.-- 

E! problem a basico de la derivacion es: Dado el recorrido cle un punlo movii, calcular su 
veloeidad o lambien, dada una curva, calcular su pendiente. 

El problenia basico de la integration, es el case inverse de la derivacion: dado la 
veloeidad de un punlo movii on cad a instante, hallar su trayectoria o lambien dado la 
pendiente de una curva en cada uno de sus punlos, calcular la curva. 

En e! estudio del calculo diierencial se ha tratado esenciaimente: Dada una funcion- 
hallar su derivada, muclias aplicaciones importanles del calculo. guardan relation con e! 
problema inverse, es decir: 



Dada la derivada de una funcion, hallar la! funcion por ejemplo: /’(.v) = 4, 

g’{x) = 5 a ' 1 . Ahora d problenia es hallar /(.v) y g (a), pero con un poco cle aslucia se 
puede hallar dichas funeiones, eslo es: 



/ { > - 4-. pucs/o qu>- / h ) — -! 

4 (V) - a ' pucstp quo g’(x)- Sx • 



Hsta operation de delerminar la funcion original a partir de su derivada es k 
la derivacion y So llamaremos calculo de la funcion orimiliva o antiderivada. 



1.2 LA ANTI DE Rf V ADA DE UNA FUNCIONc 



DEI'INICION." La funcion F : f —> iRg se llama la antiderivada o primitive &< 







Emu a rdo Espln oza Kamos 



Efempio," Sea fix). ~ 5x 4 ... y g(i) = 3cS,.il i jas funeiones F(x) — x* \ 
G{x) — e' x para x g !R: son las aniiclerlvadas de fix) y g(x) respectivamentc 
puesto que: 



F(x) = .r - ’ 
Grit) = <? 3>v 



! ! - i ’ A -—3e" i 






] /"] (.Y) — .V T' 

1g,(.v; - • 



; / ; ; '( v) = fix" - fix) 

! g, 



analogamente, otras antiderivadas de/(.v) y g (x) son por ejemplo: /4,(,y)-.y‘ - 4, 

donde a y b son eonstantes cuaiquiera, puesto que sus derivadas sou iguaies a/(t) y g(t) 
reseed ivamen tt\ 



En general, si F (.v) es una antiderivada de/(t) es decir que F'ix) = fix ) , por lo tan to 
F {. y) -i- c. tambien es una antiderivada de/{t) para cualquier consiante e, puesto que su 
derivada es iguai a la luncidn /(x), es decir: (F(x) + c)'~- F'ix) - fix) . 

! 13 LA ANTIDERIVADA GENERAL.- ! 



DEFINICiON.- Si la antiderivada de /’ f.v) es F (x) sobre !. Emonces la tune ion 
Gix) - F{x}-’rc . se denomina la antiderivada general de /(x) . 

Ei signilieado geoinetrico de la antiderivaJa F (.v) de f (,v). es que cualquier otra 
antiderivada de /{:<) es una curva paralela al grallco de y — Fix) . 





In tegrai hufcfmi da 




OBSERVACION.- Result'd claro que ei calculo de antiderivadas o primitivas no 
determine una unica ilmcion, si no una familia de funciones, que 
difieren entre si en una constante. 

El proceso del calculo de antiderivadas o primitives se suele denominar integration y se 

f f 

denote por ei simbolo f , llamado signo de integracion, el simbolo l J(x)c(x se llama 

cj d 

integral indefinida de/(x). 




DEFINICION 1.- Si F (.v) es una antiderivada de / (x) sobre un intervalo 1, o sea 
F'(x) = f{x ) , entonces a su antiderivada general G (x) = F(x) + c 
se denote por: 



Gix) ... | /( vp/v - /-(4-rc, \/rmi 



A 1 coal ie llamaremos la integral indefinida de/(x). 

NOTA.- De la definition de !a integral indefinida se tiene: G'(x) - F'(x)- f{x) es 
dear: 






4 



Eduardo Espinoza Ramos 



PROPIEDADES.- 

De la defmicion cle integral indeflnida se tienen las simiicntes propicdades: 



— \ f /'(-v)c/a-| = 1 f /'{x)dx ~(F{x) + c) - F\x) = f(x) o sea que “La 

MJ “ J U" J ' 

derivada de la integral indeflnida es iaual ai integrando' 5 es deeir: 



| ./"{x'ji'lx: I' ^f(x) 



d(J f{x)cfx'j - (j J\x)d\ S j clx = f{x)clx o sea que “La difercneiai de la integral 
indeflnida es igual a la funcion integrado per la diierencial dear, es deeir: 

4 f /(.vV&] = f(x) clx 



3 : .j Si /’es una luneion derivable en L enlonces una antiderivada de F es/y 

j 

4-) Se conoce que d(f(x)) - f'(x)dx , In ego de la propiedad (3) se obtiene: 



i '.!(/< X}) '=? f ix) \ c 



Jades (2 


) y (3). a 


!a integral indefin 


id a Limbi en 


.•pretar la 


epmo . una 


operaeion invei 


\sa etc la 


•a! indefi 


nida a! aoti 


tar en la dilereneit 


,1 </(/(.y)) 


istante cle 


: integracion 






c in ini e 


gral indefir 


lida, se tiene, que 


por simple 



^-Ull i<\Z> pi 

i ns pecc ton: 



f® •*'> 

1) | (.v +3.V + 2)c/x = 1 1/(— +— jr +2.v) = — ,v" + 2.v + c 

J J 3 2 .32 






In legr a l In defin id a 



2 ) 



« . * / i„\. ,Lv 


| e 4x dx - 1 d\ 
J j 


j e ' 




{ ^ j 


4 



-I- c 



j) 



f , , . , f , f sen 3.v cos 4x \ sen 3.v cos 4x 

| ( cos 3 a* - sen 4 „y ) dx = cl\ — — i- — — j = — 1- — — + c 

j J V j 4 J J 4 



4) 



r r f y ,h 1 'i v H+l 

i x‘‘ dx - I ,/! 1-4. ,_ c . 

? J v n + * J 77 + 5 



DEFINICION 2,- En toda Integral indeSlnida 1 f{x)c/x , a la funcion/(.v) le Uamamos 

J 

funcion into a ran do v a la variable x le llamaremos variable die 

f . . 

integracibn, la constante c es Ilamacla conslante de inlegracion, a | j (x)dx tammen se 

J 

lee “integral indefmida de/(.v) diferencial de ,v” 



NOT A.- Sugerimos ai lector el dominio de las formulas basicas de integracibn, de tal 
manera qne, el estudio de las teenicas de integracibn sea amena y agil, para 
tal e fee to hem os agrupado en cuatro paries las formulas basicas. 





FORM! 


LI LAS BASICAS iM itNTSGRAC* 


ONA | 




1.5 A 


PRIMER 


:AS FORMULAS BASICAS DE INTEGR 


A CION;-: 1 



Sean !\ g funciones derivables, k v c son constantes, entonces: 
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Calcuiar las siguientes integrates. 

| x{a — bx~)clx 
J 

DesarroSlo 



Em 

W 



Como ;c(c/ 



/)v 2 



n.Y - hx * , entonces: 



r 

1 x(a~bx")dx 

[i 




bx* )ctx — a | xcix 





— + c 

H 



m 



f f in _ V n \2 
il l-v 



_ ' ctx 



six 



OeSiUTOllo 



A !a fun cion, se express en fa forms: 
(A'"' -X ") 2 



_ 9 



sfx 



i I I 4 h/-1 

— ^ m-'r/l--- — “ — 



?.wl-2»-l 4/i- 



v: 



;ntonces: | 
I 



f , m n\ 2 (* 

1 (* ~ A' ) _ 



4/y; — ] 



!w+2«-l 



•ebc = I f x 



v 



-i- .V “ )CL 




4m + i 2m 4 2/7 4- I 4;? + ! 




Integral In d ejrn Ida 



■V.V 



4 y j x -m+V>+) 2 x 4 ' 



4w 4 1 2/;/ -h 2, ! ? 4 1 4n 4 1 

(£) | ( -V - Vx -i- 1 ){Jx 4 ! )dx 

Oesarro llo 

Efectuando la multiplication cle (a-Va 4 ]){>/jr + 1) , cs dedr: 



(x - %/x + l)(V.v + I) = x 2 -i- 1 , enlonces se tiene: 



f r~ r- f -- 2 A' 2 

I { x — V a 4- 1 )( V A‘ 4 I )<r/.v = I (a- 2 4- i )dx = h a 4 c 

1 5 



A.7A f 1 ! ?(^}-/ , (-v)-g'(.v)./(.v) , 
W : ‘ ca 

3 g (■>'} 



Desarroiio 



,, , . , , . , „/(-vK g(-v)./’(4)-/{-v),e'(:v-) 

be sane que la duereneial cie un cociente es: d{- } — -- — ax 

gar [g(x)]- 



All ora reemplazando en la integral dada se tiene: 






p(g./'( 4 -/(b-g w a , Y= 

J lg(x)J J g(x) g(- v ) 



f 3 4- In A' 

bj | dx 

J * 



Desarrollo 



A la integral escribiremos en ia forma: 



f34lnx , f dx f, dx . , , , In .a 
| dx = 3 1- l In a — = 3 In x 4 

j 4 J 4 . 2 



4 C : 
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dx 



j a- -4x4-13 



Desarrolio 



Cuando en el denominador se tiene una expresion euadralica, en este caso, se eompleta 
cuadrados: 

a; 2 - 4x -I- ! 3 - (,v 2 - 4x + 4} -I- 9 - (x - 2 ) 2 + 9 



dx 



dx 



r.:x 

W 



J -V — 4x4-13 J d\- — 2)" -I- 9 

C y „U 1 
j X- -i- 2x 



= — arcigC--—-) 4 - < 



[)esa rroiio 



Cuando se observa que el diferencial del denominador se encuenlra en el numerador o 
su diferencia este en un factor de proporcionalidad, en este caso se aplica ia formula (7) 
es decir; 

Sea u - x" -h 2 A' :-4> du — 2(x-i - })dx , de donde, ahora reevnplazando en la integral : 



f , [du 1 , ,, i | 2 LO , 

— r dx — I — = — In Izd -f c — — In x 4- 2.v + c 

J x + 2x J la l 2 - 



m j rdx 

HS/ 1 77T 

, X 



Desarrollo 



En forma similar a! ejercicio (7) se tiene: 



Sea ii — I -r x ' => (In — 4 x'dx ■=> x'dx 



du 



Ahora reemplazando en la integral: | = ] ~ = In j?/{ j -i-c ” ~ In j ! +x A 



1 + X * J 4 




Integral Indefmida 



W I (ctxhb)?. dx 



Desarrollo 



hn este ejercicio se apiicara la formula (6) es decir: 



Sea: u - ax + b => chi - cube ■--> dx = — 



chi 



Ahora reemplazando en la integral dacia: 



\{ax + b)2 dx- \ ~ — u 2 -he -~(ax+b ) 2 + c 

J j a a 5 5 a 



JV'VA 



bx 11 dx 



Desarrolio 



A la integral dada io escribiremos en la forma: 



J” x 1 ’ 1 -Ja + bx" dx - J”(c/ + bx " ) 2 x" 1 dx 



Ahora aplicando la formula (6), es decir: 



Sea u = a h bx " => clu — bnx" A clx de donde x" ] dx 



dii 



Luego reemplazando (2) en (1) se tiene: 



-v"-' = i „i — = J_,d +C = ^ +fa "> 2 + 

bn j bn 3bn 



In (in x) 
x In a: 



dx 



Desarrollo 



m esta integral aplicatnos la formula (6), es decir: 
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Sea u~ in(ln(x)) =>■ dit 
In x) 



dx 



x In x 
dx 



, ahora reemplazando en la integral- se tiene: 



dx = ! In (In A') 

j x In x j x In x 



xdx 



' 7 ir liv'(lnfx)) 

uda = -—+<? = 1 + c 

? 9 



\j 1 4 A' + (1 4 X" ) " 



Desarrollo 



A la expresion, agrupemos en la forma: 



1 4 ■ x 2 4 ( 1 + x" ) 2 = sj( 1 + x 1 ) 4 (1 + x )x/l + x 2 

— "J{\ tX )(] xj I + x~ ) — \ 4 x” >/ 1 4 xj l + r 



xdx 



xdx 



^ ^ I _j_ ^ j ^j_ j _j_ g 






(1 + VI + JT) 



1 + X” + (1 + A" 

Ahora aplicamos la formula (6), es decir 

xdx 



1 T.'t” 



Sea v. = 1 4 



r V 1 + x' 



=> t/i/ 



Vl + x' 

Reemplazando (2) en (1) se tiene: 



xeix 



1+x- 4(1 4x“) : 



r -4 | 

= I z/ 2 du = hi 1 



■ c ~ 2 \ j \ 4a/h 



b X" 4 C 



1 4 Xyfx 

Desarrollo 

En e! presente ejercicio aplicaremos la formula (7); es decir: 



-0) 



... ( 2 ) 




ill tegrat i n dejm id a 






Sea u — l+xyfx , de donde cht = —-\fx cix entonces -Jx cb: = — cl it 

2 3 



Ahora reemplazamos en la integral dada, se tiene: 

| \lxdx 2 C chi 2 . i 2 i, r~ \ 

i - — r = t — = t ln h + <■ = t ln 1 + W* ; + c 

J 1 + X-\!X 0 j U .) J 1 

I f l11 A ln( A"' -|- 1 ) -j- 1 

I — — dx 



j -I- . 



Oesarroilo 



Bn primer lugar aplicanios la propiedad (7) es decir: 

f ^-v+xlnC^+Q + l [ e at * tx ± , f ln(; .2 ;]) , f 

1 l + v 2 ' f I 4- V 2 j ' ' ‘ '14..T 2 j I -I- A- 1 



J M-.V J l+.Y” j 

Ahora aplicamos las formulas (6), (8) y (10). es decir 

. arc! suv , In“(.Y''+l) 



A‘ rctl '- V -Kvln(.v 






-i- a ret a a* -i- c 



US) 



C 



c/x 



j X f-Y’ +9) 



lesarrollo 



Bn los ejernplos anleriores, para el catculo de las integrales, fo que se hacia era exp rest 
en una forma de ial man era que, $e pueda utilizar las propiedades basicas de integracio 
en forma directa, pero eiertas funciones no es tan ladies de expresar en forma direct; 
esto depende de la pnictica que se tenga y de la habilidad de la que esta calculando: u 
es el caso del presente ejercicio. es decir. en el caiculo de la integral, se Pace cle I 
siauiente manera. 






} , reemplazando en la integral tenemo; 



| 1“ T J 




2x" +(^+9) 1 f 

a :! (a 2 +9) 3 j 



Ov 2 V 2 -I-Q ! 



i dx 



A- (A- +9) x*(.v* +9)J 




r dx ] _ i 2 _ 

or. el nunierador expresamos en la forma: 
azarnos en la imegral dada: 

f x 7 cbc 

i x(x +i) 

( a p I i c a n d o I a form ula 7) 





COS A' dx f cos .Y dx 

= | — 

c — 6 sen .x -!- 9 J — 4 J { sen x — 3 ) -- 4 



I ] 


z-2 




sen a: — 5 1 


4 


■z -}- 2 




sen ,v~T| n 


& } If 1 ..' , 




iciflN,- ! 


cons id 


.erarsc 


j los casos 


en que el 



alien, 

nciable en .v, entonces: 





Integral Imlefinula 1 3 




NOT A.- Las integrates cle este tipo se caiculan completando cuadrados. 
Ejemplos de aplieacion de estas formulas. 

Cal cuter las siguientes integrates. 




Desarrolio 

En la expresion completamos cuadrados: -x 2 ~6x — 6 = 3~(x 2 + 6 + 9) - 3 -(x + 3) 2 
Ahora reemplazando en la integral y aplicando la formula (1) 
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f dx 






■ 2x 4- x" 



Desarrolio 

Completando cuadrados en el denominador: 5 ~ 2x + x 2 = x 2 — 2x + 1 + 4 = (x — l) 2 + 4 
Ahora reemplazando en la integral y aplicando la formula (2) 



dx 



r ck 

^ Vs - 2.x + x 2 J ^{x-\ Y +4 

dx 



In 



x — 1 + Vs~ 2x + x 2 + c 



a: V i — In' x 



dx 



Desarrolio 



dx 

x 



.vVl - in 2 a; J Vl -In 2 x 

Sea u = In x -=> dit — — 
x 

Reemplazando (2) en ( 1) se tiene 
dx T du 



xil ~ In z x 



sen x cos x 






arcsen(?/) + c- arcsen ( in x) 4- c 



E 



dx 



-sen x 



Desarrolio 



A la integral dada escribiremos a.si: 



sen x cos x 1 | 2 sen x cos x 

OX - — I ' — V- ...:..:^-:: ::~ dx 






2 - sen 



V 2 -(sen 2 x)* 



0 ) 



... ( 2 ) 



...( 1 ) 



Sea u - sen 2 x => du — 2 sen x cos x dx 



... ( 2 ) 




In tegral hid 'efin idu 



Ahora reempiazando (2) en ( I ) se dene: 



f sen x cos x , ! f clu I „ u . J sen 2 a 

1 — . ~ - dx = — s — — arcsem-- =•) + c = — arcsenf — ■=—) + c 

J^-sen 4 * 'ly-Jldr 2 2 V2 



j dx 2 ~2x-\dx 
J 

Desarrollo 

Compietando cuadrados: x 2 -2x-i = (x-1} 2 -2 
Reempiazando y apiicando la formula (5) se dene: 



\Jx- -2x-Uh= \J(x-\f-2ck 



® 



w 



= U lx 2 - 2x - 1 - In Lv — ] + \lx 2 - 2x - 1 

? 



+ c 



s f dx 
i ^2 ax - 



Desar folio 



Compietando cuadrados: 2 ax—x 2 = 



a —{x~ a 



sY 



Ahora reempiazando y apiicando la formula {]) 
f dx f dx 



\l2ax - x 2 J ^ a 2 -(x-af 
| (8.Y--3) dx 



, x~ a. 

rrcsen } -\- c 



i / 



| Vl2x — 4x 2 —5 



Desarrollo 



Cuando se dene este tipo de integrales, en e! numeradojr se pone el- diferenci; 
canddad subradical, luego se resta-.o.surpa. una cantidad de lal manera que, re 
misma expresion, es decir: c/(I2x - 4a* 2 ~ 5) = ( 12 - 8a) dx 



al de la 
suite la 




Eduardo Espinoza Memos 




Pesarritiilo 



A ia expresion. separamos y simplificamos 



V 2 + .V 2 - -Jl-x 2 V 2 -i- x 2 - -J2 - x 2 V 2 + .r - -II- x 2 



V 4 ~ x 4 - s / ( 2 + x 2 ){ 2 - x 2 } si : 






si 2 + x 2 



J? - v 2 



sh + x 2 -\/2 - X 2 V2 + X 2 \/ 2 - X 2 V2 - X 2 J: 2 + x 2 

Ahora reemplazamos en la integral dada se dene: 

Ni+x 2 -sfi 



j ' V4 



■£/X= l- 



r ^ r cfe 






\/2- 



\h+x 2 



arcsen(-Ar) - k 
v2 



J2. -1- r" 



-rC 



f (x 4 -l)d6c 



(x 4- 1) 



r/x 4 + S 



Dcsarrolio 



A1 integrando se divide, numerador 



denorninador entre 




Integral bale fin id® 



f (a- 2 - \ )dx r T-_ f (i ~7 )dx 

i (.V 2 + ] )?X 4 + 1 J J (* + i) L 2 + 4 



Ahora hacemos la sustitucion: u = x- 



- => du=(\~)dx 

X ; X" 



i i I _ -i i 9 

u = x H — u " = x” -f — - + 2 — -> x" + — = ir - 2 

a : a - ' x x“ 



enseguida reemplazamos en la integral 



(x" ~~\)cix f chi 1 a 1 x 2 + 1 

======= = | — ======■ = — p=- arc sec + c — --7=- arc sec( - - ^ ) + c 

(x 2 + 1)77 + 1 V 2 V 2 72 V 2 |xf 



a- + 17 
'/a 2 +9 



Desarrollo 



f* 2 +17 , f ( a 2 +9) + 8 f a 2 +9, , J ch 
J Vx -1-9' J Vx 2 +9 J 7 x 2 + 9 J xfx 2 + ' 



\Jx 2 +9 dfr + 8 f- 7 =i 



= — j x-\/x“ +9+25 In | a + V.r“ + 9 



+5.3 • ■'■TERCER'AS' FORMIJEA^B RACION . A 

En estas formulas basicas vamos a considers* a las funciones trigonometricas, para esto 
tenemos una funcion i/ - / (a) diferenciable en a. entonces: 



(T). • | sen a* < 9/ — - cos tr -Pc • ••••• 



\2jl I cos u.ciu — sell /./ + o 
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Ejemplos de aplicacion de estas formulas basicas: 




c ig ii.c'ii - ill | sen a k 



In 1 cosn [ 4-c I 



sec t' dn ~ 



. ■■ d ; 

seen 4 tg7/ 4- e = In t« 

tt 



7 ^Injcosvon- etc, nj-r-c -~!n. i:t>— it 

i; } ': o V i v- 

l8BSfiSSf : 

= tg it -f -c - ■ V. 



cos ec 'u.du -- -ciu/n-r-c 



cos ecu :c 



cos ecit -f 



Calcular las siguientes integrales. 



||) J sen(x 2 - 4x + 5)(x -2)dx 



Desarroilo 



cat 



Sea it — x — 4x 4- 5 — ^ du — 2[x~2)dx => (x — 2) — — , reemplazando en la integr; 

f , -7 . _v , f chi cos n cos(x 2 -4x4-5) 

| sen(x - 4x + 5) (x — 2 ) dx — | sen u — = 1- c • — : 4- c 



\^2$) | cos(senx4-x 2 )(2x4-cosx)t/x 

J 



Desarroilo 



Sea u ~ sen x 4 - x => chi = (2.x + cos x)clx , reemplazando en la integral dada 

f 2 f 

i cos(sen x + x ) (2.x 4- cos x) dx - j cos u.dit = sen a + c~ sen(sen x 4- x" ) + c 

rJ * 




in teg ml in dejin Ida 
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(f) f tg(V*?- + 4)x 

<z„J I /— ^ 

j V x“ + 4 



clx 



Desarrollo 



Sea v. — -\/x~ + 4 



> chi = 



XC& 



■\/x 2 + 4 



. reemplazando en ia integral dada: 



| tg(V-Y" -i-4) — 3= - = | tg xi. du - in [sec «[ + £■ = In 

J Vx 2 +44 



sec (\/x ? ' + 4 ) 



+ c 



(4 ) | ct»(irix) — 

j ^ A 



DesarroIIo 



Sea it - In x du — — , reemplazando en la integral dada: 



dx 



I c tg ( In x) — ~ - c tg z/.c/zz = in jsen ii\ + c ~ In jsen (In x )| + c 
J x J 



(D | sec(3x + 5)z/:c 



Desarrollo 



c/zz 



Sea z/ - 3x + 5 => du - 2dx ~> dx — — , reemplazando en ia integral dada: 



f f 1 1 

1 see ( 3x + 5 ) dx = J seczz— = — In [sec u + tg n\ + c = — In [sec ( 3 x + 5 ) + tg ( 3 x + 5 )| + c 
J J 3 3 3 1 



| see" (sen ~/x + x)(- 



2dx + cos \/x 



lYx 






Oesarrolio 



c _ r , ; 2v A + COS v v , 

oea ?./ - sen v x tx --> au = 7 = ax . reemplazando en ia integral dada: 

2Vx 
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i , r~ . , 2 -\/x + cos \/x . s 7 r~ 

I sec(sen Vx + a*X t= — • — ) ax — $ sec" it. mi - tg it + c = tg(sen Vx + X) -f 
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*nx/v 4 v'S i /- 



| sec(Vsenx) tg(Vsen x )-,/ c tg x Vcos xVx 

j 

Desarrolio 

cosxc/x , M 



cosxc/a- , -w c is; A' V cos x . 

Sea // = Vsen x clu — — = =-— — > dit.— ~ — — — — — — Vx 

2 Vsenx 2 

De donde. reemplazando en la integral se tiene: 

| sec(Vsenx ) tg(Vsen x)^/cTg xyfcosxdx - 2 j sec zz. tg v.da = 2 sec zz + c 

= 2sec(Vsenx)+c 



Desarrolio 



Se conoce que: cos" 4x = — 1 + cos 8x = 2 cos " < 

2 

integral dada: 

j V 1 + cos 8xVx - I \jl cos 2 4xVx - -72 I cos 4 x.c/x = ^" &i1 
J j j 4 



1 -l- cos 8x = 2 cos " 4x , reemplazando en la 



.5.4 CO ART z\S /FORMULAS' BE SIC .4S DElN XEjllgl6N',--: j 

l£n estas formulas hasicas vamos a considerar a las funciones hiperbolicas, para esto 
consideramos una funcidn u - fix) diferenciabie en x, entonces: 





| senh luiu- cosh zz-i- c ■ 

J- . 








/;©. 


t ■ ... 

■' | cosh it. (hi ^ senh v.-v c. 

J ■©. ■ : © ■ , ©V,; ;/ 


© 


.f 

. j fgh u'xhi - In jcosli q{ +.C ;©.© . 


(T) 

' :; s - y, v 


| c tghz/.©/ ™.lnjsenhz/j ; E c4 , ,g- . 








in tegral in defhil da 



(S ) f = tab' u + c {(f) ■ | coseehc/.uh/ ~ -c : t<>;h u -b -J 

^ ‘i ■ .v ■■ ,J- ■■■■ . . ^ . I 



(TJ | sec h'-uAgh. u.du ~ - sqg hri + a-. ■ iZj . ; fmosechh.c tgh ii.dii - -coseclv/'-f <? 



Ejempios de aplicacidn de est as formulas has Seas, 
Calcular las siguiente integrates. 



I sechxcfv 



Desarrollo 



Como secnx = 



sosh.Y e x + e x e 2 * +\ 



Hacer: v. — e ' => dn = e~ K dx , reemplazando en la integral dada: 



f (° V f* ! 

| sec!u:r& = 2 | — dx = 2 I = 2 arctg ( u ) + c — 2 arctg ( <?■' ) + c 

J J e" x + 1 J if -hi ' x 1 



I (3 senh lx - 8 cosh lx) dx 



Ocsarrolio 



| (3 senh lx - 8 cosh lx) dx = 3 | senh Ixcix -8 j cosh lx.cfx - ■ 



■ cosh. 7.x 8 sen lx 



Sea it - igliv ==> du = sech 2 a: dx , reemplazando en la integral dada, y por la formula 
(9) de la primera parte se tiene: 



f r c« 

I rlfi i.V , „ ; 2 / 1 cil , j , j 

!i j - . sec h x dx = f 5 ait — - - c — — 
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1 coslr xxlx 



Soiucion 



, ■> i-e , 2 i , ? v , . , • , . . 

cosn x — ( — ) ~—(er -i- e +2;, reemplazando en la integral dada: 



, ~> . i | , i i- ... . 1 .. C? - ' £ _ 

cosh" xxlx - — 1 (e" + <? -r 2 )r/x - — ]■ — h 2x -f c 

4 J • 4 2 2 



~ (senh 2x 4- 2x) + c = ~ senh 2x + ™ + c 



5 ) 1 senh'’ x. cosh xxlx 



Solucidn 



(4 , , f/ , \4 . , senh 5 x 

senh x cosh x.clx = f { senh x ) cosh x.clx ~ — t- c 



e\cosh(V ) senh(V' )dx 



Soiucion 



e' cosh(e' )senh(e A )dx = | senh{V ).eosh(<?' ).e'cix = -—--2 he 

’ « </k 



f , . r~ . dx 
| senn(yx}-= 

j ■% lx 



1° rfr 

| senh(Vx)— ~ — 2 | senh ( a/xW(Vx) = 2cosh{Vx) + < 
J Vx j 



f ,22; 

| xsecii x c/.x 



Soiucion 




fi ntegns! hide fin Ida 



f T I f , 1 , 

T xsg cn " x" ax - ~ s seen " x " . 2 x. cix = — tgh 'x -f c 

f 2 j 2 

Q BS EJR Y AC ION.- En ciertos cases es preferible elegir un cambio de variable en la 
forma mas adecuada a fin que la iniegracion sea facii de 
resolver y este caso lo veremos con el nombre de iniegracion por sustitucidn o cambio 
de variable. 



j 1. 5.5, 1NTEG RACI ON FOR S USTiTyaO/YQ: CAMBIO; .DE VARIABLE.-' 
TEOREMA.” Si x = <p(f) es una funcion diferenciable enionces: 






liemostracmn 



Sea F(x)= § f(x)dx y definimos G{t)-F(<p{t)) 



(t) 



Probaremos que G (/) es la integral indefinida de la funcion , esto es 

que se cumple: 



dG(j) 

~~dt 






( 2 ) 



Lo que 



es equivaiente G(i) - | f{<i>{t))4>'(l)dt 



En efecto se tiene: 



n ' i ' , - </r (#W) = 4 F W. *=*(') 



di dl 



at 



dF(x) dx 
dx di 



(regia de la cadena) 



-f(x)4'(i) pues ™— ”/(;c) 
dx 



- f\(p{i)j-&'{t.) (lo cual dernuestra 2) 
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Se conduye que: 



f 


f 


j f ( X ) dx = F ( -T ) = F 


11 

r*j 

1! 


d 


J 



EJeswplos." Caicular las siguientes integrates. 
1 xljx-2 ck 



Sea t-x - 2 => ,v ~ t + 2 :=> ck ~ di , reemolazando en la integral : 



^ 



\x\ix~2 ck --- | (?-r 2)^/7 dt — 1 {/*’ -f 2t 3 )dt 
&> J 



f r'V/a 
i — .... 

I /T“ 2 

^ V ! — .r 



J T 3 - 3 , 3, v - 

"i / ' -i-c = — !* — 2)3 -t ( -V — 2)3 +c 

1 o y ' ' ? X 



^osuaoii 



f r’c& _ f jr* dx 

J7d7 = JX^ 






Sea 



j £'/.v — — — , reempiazando en ( ! 't 
? ’ 



f ?ddx _ .Y 2 A' c/;c __ di 1 y 

J V^ J = J 7” = J IT'r = 2 J 



1 'll 1 •- 

><* -- — [* 2/ 2 l + c 

7 - 



I/5-/5 + .- ?/i . "^(j-2 ) , E — -3 , , 

n ' -•» 1 ' *> ' V 

J J 2? 2> 




4* v 




Integral Itulefinula 
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x 3 \/l — x 2 



dx 



Solution 



t* 3 

1 5 



x 5 Vi ~ A' 2 dx — | (a 2 ) 2 V 1 — A 2 x dx 



...( 1 ) 



"7 "7 

Sea t = i - x~ ~> a" - 1 -z 1 => a dx — — — , reempiazando en (1) 



x 5 V 1 — a 2 c/a = j” (a 2 ) ' \j\ — a 2 a c/a = f ( 1 — 
J J 



0 2 ^(-f) 



= I (l-2r+/ 3 )^(-y) = ~l(2C--/2-r2) d 



:> . ^ / 



2 T ] - 1 - ^ ? - i 0 - I , - 

,2 _±,2 -i/2 +c =~(1-A 2 )2 -~(1~A 2 )2 — ~(1 ~ A 2 ) 2 -f C 

5 3 7 5 3 7 



civ 



Solution 



civ f A 2 dx 



xVx 3 — 1 j A' 1 Vx 2 



( 1 ) 



Sea r=A J -i => a 3 - \ + r 



a 2 c/a = - -- C ~ , reempiazando en (i) 



civ 



a “civ 



It dt 



^ A \ 



;Vx* “ 1 J x^Vx 3 — 1 J 3(1 + rv)V^ 



2 f c// 2 2 ry— 

— c = — arete t + c ~ — arctgfv x J - 1 ) + c 

a j i + r j o 



© 



i|\ jf A 4 Civ 



d Va' + I 
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Sokicion. 



Sea / = a* 5 + 1 — -> x l] dx~~, reemplazando en la integral dada: 

5 



Zck r dt i f a 7/ 7 7 j. 

======• = | — rp = — | / 1 dt = h C - ~~ {X 4- l) 7 + C 

V x s +l J 5 </r 5 j 30 30 



2+\ 2 + J2 + 2 cos(5v* + 4) .x ^ dx 



Solucion 



For la identidad: cos 9 — = ■ - +casjr de donde: 1 + cos x — 2 cos 2 — 

2.2 2 

^2 + 2ces(5jx + 4) - -i-cos (5-V* +4) = V 2 V 2 cos ^ +4 = 2 cos(^-Xl) 

2 2 



■\/ 2 + V2+2cos(5^c + 4) = , 2 + 2 cos^— - - \/2,Jl + cos 



17 ; +4 



[p pz 5a/;c t- 4 5-7^ -1-4 

= V 2 .v2 cos — 2 cos ■— 

4 4 



7+7 + -si 2 + 2 cos(5-\Av + 4} = , 1 2 ■ 



5-J x + 4 



V 2 .JI + co 



5va- -1-4 



rz /r 5-s/cc +4 
v2.v2 cos - — 2 cos 



Ahora reempiazamos en la integral dada 



J ^2 + 7 + 7/2 + 2 cos(5 V7 + 4 ) ,jc~ 2 ofr = 2 J cos 5 ^ + 4 .a-~ i c£v 



5a/x +4 8 dx 4, 16 

=> ~dz — — 7 = => X - dx — — r/z 

8 5 2\/x 5 
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Integral indcfin ula 



I J2 + J2 + Jl -f2cosC5Vx +4) jc 2 dx ~ 2 | cos z — dz = — sen r+c 

^ V ** 1 1 c c 



5 Jx + 4 



jz j-y 

cpn _E_ 

Vr- I 4 f {,• 



,.L5;£ Pf EC RALES DE ■■ FUNCIONES 
CU A DR A DO.- c-EElc 



.QliEv.y CONTIENEN v UN V-TRIKOM IOi 



Se trata dc las integrates de ia forma sieuiente: 



S7\ . I c!x 

-%k). ..1 — r~7“““ 

V. . ' d ax~ -r hx •!•••; 



, 0 r^±«_*; 

i E J ' cx~-+-dx + e " 



VE EE\ f :■/ ■ . Ex'. 

r-r-rr- 

V d :\j ax': ~rOX C 

:■ yyy f {-OX -r b)ch: ■ 
J' xfcp'~\-dx 4- s? 



Las integraies de la forma (1) y (2) se caiculan completando cuadrado en el trinomio y 
aplicando II y 12 de la l lil . formulas basicas I, 2 y 3 de la 2 ll!1 . formulas basicas es 
decir: 



2 , , -> b . , b b'" x b" 

ax + ox + c ~ a{x~ + — x) + c — a{x~ + — x + - — — ) + c 

a a 4 a~ 4 <3 



b . Aac — b~ 






r 



2 a 4 a 

ck 



... b ? 4c;x-6" 

- aj Ev + -— ) H — 

2 a 4 a" 



J aC -I-Et-t-c a j 6 7 4ac — /? 2 

(.-C+ )"+ - 

2 a 4 a" 



Er 



4 yjax^+bx + c Va j j Z? 9 4ac ~ /m 

Ev-i )“ + — 

^ ' A 2 



V 2 



a 4 a* 



Luego aplicar las formulas indicadas para las integraies de la forma (3) y (4), primero 
se calcula la derivada del trinomio cuadrado 2 ax + b . 





Eduardo Espin o~M R amo.s 



Luego se acomoda en !a expresion ax + b en ia siguienle forma: 

ax + b =— \2cx + cl\~— +h , como se observa que la expresion 2cx + c! es la 
2c J 2c 

derivada del trinomio cuaclrado. luego reemplazamos en cacia una de las integrales. 

f EzEE m ± fj 2 «+f 0_ (&+(6 _ f 

j c.v ” + dx 4- a ic j ca* E clx Ee 2c j cy" 4-c^-hc 



aquf se aplica !a propiedad (7) de las Ira formulas basicas y la integral de la forma (1). 
En forma similar para la otra integral 
f ( ax + b) clx 2 f 2 cx + d ,, ad. f dx 

7% = +(6~— ) r 

J VG-'r^' + e p Vex" +c& + c ~ c J xjcx~ +cix + e 



aquf se aplica la propiedad 6 de la 1 ra formula basicas y la integral de la formula (2). 



Eiemplo.- Calcular la integral 



a- + 2x4-3 



Soiudon 



lompletando cuadrados: x~ + 2.y + 3 = (.y + 1) 2 +2 



I clx I c/x 1 X + 1 

i — — — — i = ■■■-—- arcig — -=- + c 

j x" +2x4-3 j (x + 1)~ 4-2 V2 ~ V2 



f dx 

Ejemplo.- Calcular la integral 1 

jx"~7x + I0 



Solu do si 



49 49 7 9 

Completando cuadrados: x“ - 7x -l- 1 0 = \x : ' - 7x 4 — ) -i- 10 = (.y — )" — 

4 4 9 4 



f dx 1 



x-l-h 

9 7 



j X 2 — 7jt + !0 J, v .J r + 3 ,_7 3 

2 4 2 2 



I . 1 x 5 
= — In 4- c 

7 | i 
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Ejemplo.-' 



Calcular Ur integral 




Solti dor?. 

Comp letando cuadrados: 4x — 3 - x 2 = 1 - (x 4 - 4x + 4) = 1 - (x - 2) 2 



f ■* _ f 


dx 


j+A-3-.r i 


a/i-(a- + 



arose n (x— 2) + c 



Ejempfo,- 



Calcular la integral 




Solmelon 



Completando cuadrados: x 2 + 6x + 13 = (x + 3) 2 + 4 

f , , * 

& V x ' + 6x + i 3 

Ejemplo.- Calcular ia integral p -4 : 

“ j x" - 7 x + I 2 

SoSudoit 



2 a - 7 + 3 ' j 


- 1 
_ 2| 


i 2x-7 




L a” — 7a + 1 2 j 


La 2 - 7a + 1 2 _ 


’ 2 (a 2 -7a + 12) 



se observa que 2 x - 7 es la derivada del Ixinomio x 2 - lx -1- 1 2 




f ('*■•“ 2 )dx ] f 2x -7 , 3 f t/x 

J a” - 7 a + 1 2 2 j x~ - lx + 12 ' 2 j r - lx + 1 2 




7 



lx 



+ — 



dx 



2J (A— 7 r 
2 



J_ 

4 





Eduardo 



— In a 2 - lx+ 1 2.1 H - ^ I 



1 2 



In 



7 


1 


2 


2 


7 


j 


2 


? 2 



+ c 



I t 



? i 



Ejemplo.- Calendar la integral 1 — dx 



3 , 


x “ 4 


-i — in 




7 


v ~ 3 






r 


1 , 7 


- 4 a 


J 4 a" 



T" C 



>01130308 



3a-I=-|8a-4 + ~| = -(8a-4) + - 
8 [ 3 J 8 V .2 



jx - 



clx = 



-i C o ' 

.5 ! 6;; ~-4 



■ dx + — 



4x" - 4x +17 8 j 4a*" - 4a: + 1 7 2 j 4 a’ — 4; 

dx 



— in 4a' 
8 



a* + 1 7 + ■ 



8 f 



(A~-)- + 



; — in 4.v~ - 4 a + ]?!+ — arcts ■ 
8 i 16 



— In 4jt - 4a- +171 + — r arctsf-- — -) + c 
8 f 16 " 4 ' 



Ejenipl©.- Calcular la integral 



f ( 3x — 1 ) dx 






7 r 4-7 



Soiuci6n 



3 a* -1 =— 2a + 2 — 

i ! 



■•(2a + 2) -4 



Espinoza R amos 



se observa que 2 x + 2 es la derivada del trinomio 



L n iegral In dcfm id a 



( 3 x - i)ci\* 3 f 2 x +2 



■s lx 2 + 2.x -f 2 2 J %/x" '2 x H 



■dx — 4' 



dx 



— 3\lx 2 + 2x4 



u -+2 .'Vt-v+ir+i 

v 4- j -\/v 2 + 2 x + 2 1 + c 



Z ~-4 in 



f (4 — 7 xWy 

kjemplo.- Calcular la integral | 



r 2j " 0 



72 

2 x + 2 - — 



+ 2x — 8 
Soluekm 



- — ( 2x + 2 ) + ! 1 

9 v J 



Se observa que 2 x + 2 es (a cierivada del trinornio 



f (4 -7.x) av 7 f 2x + 2 



+ 11 



J Vr 2 + 2x - 8 2 J >/? + 2x - 8 J ,J( X + 1 f - 9 

= —l4x 2 + 2x - 8 + 1 1 In jx + 1 + Jx 2 +2x - 8 + c 

U 3/7, j| SilJERCIctdf M6F0ESTOS-pfe ; LAS; IMMuMs^bAsICaE^ 
Calcular las sigmentes in tear ales indefimdas inmediatas: 



m 






| 3 ax* —2 bx , 

I r/ec 

d V ax’’ ~ bx " 

/a r 

b xcosxos 



Rpta. 2 \/ax 3 --for + c 



? / , , \«/ 

J ( x s en a + cos a — 1 ) 






(xsert a + cos a — 1 ) 






dx 



* \J(\ + a" ) In (a + \l\ + a 2 ) 



Rpta. 2 <]\n(x + yh+x?)+< 



\ + ! 



J 



I in (cosx).tg x.cbc 



Rpta, 



j . , % 

in ( cos x j 

’ L. _L 
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n/ff “in a- , 

|j dx 

j x 

f x"~'dx 

| ~j== 

J sja-r-bx' 1 
r ,v — nrrto f'? y'j 

I — 

j 1 + 4 a- 

f ^ 

i! , . •■}/“ 

4 (arcsen.v) V 1— ,v 



I — .v" "A* . 

y e -He ,i 



f cr v In a 

j l-l-£r v 



f r(l-HA-ln A) 



r A (2njc + l)<k 



f f~ 3 .V , 2 

vx-x e -rx , 
ax 



1 sen 2 aV! -H 2 cos 2x cLx 



x(x 2 -4yd> 



l x Jx 

1 

J a “H bx ~ 



■Rbta.' —{] + lit :r'j3 -■!•• 
A s " 7 



Rpta. ~^a + bx n + 

WO 



••:in{!+4,v 2 ) arctg" ( 2 a) 
— — 



'tPWl- — 



2 {arcsen;\:) ,: ' 



---he 



Rpta. arctg(e A ) + c 



Rpta . arctg( a A ) -H c 



Rpta. <?*' In Y -He 

Rpta. ~ + c 
2 

Rpta. — e 4" in Ly! -H c 

3 xV-y 

1 , 2 
Rpta. ---(I -H 2 cos 2 x ) 2 + c 

i , I .. 4 - 

Kpta. --4)' +c 
6 ' 

1 ] 

Rpta , -- — In j a + bx" j + c 
2b 




in tegra / / n dcfin id a 



■ | ■ ax -r /? 

J AV+</ 



t/v 



, or op — act , 
Rpta. — 4 — — '"-“In 

P P~ 



4- C 



■; y 



f 

i nr; 7 

v V A" 4 1 



Rpta. (x 2 +1) 2 + 



Vx 4 In x 



Rpta. 2 - Jx - - 



, i 

in" 



i-c 



(§) 



f xdx 



J : 



Rpta. (.y 2 + 8) 2 4 c 



J x Rv 



I 

4 V i D 



1 XT 

Rpta . — arcsen( — ) 4- c 
3 4 



(223 



f |ln(.v + Vl+.Y 2 ) 



Rota. 



Sn< 



.t+ViTTYI* h 



h C 






f e x d 'x 
j a + be* 

clx 



J 4 + (jc — 2)" 



Rpta. --In a - vbe * 4 c 
b 



1 x — 2 

Rpta . — arct«\ •—-•••“ ) + c 

i 9 ^ ? ' 



HSJ 



S) 



I x dx 



j 6 4 (3 4- 2.t" )' 
T sen x c/v 



j 1 — cos x 



1 3 + 2x" 

Rota. — p=-csvcisi( p= — ) + c 

4V6 ~ -n/6 



Lpta. In 1 1 — cos x ! 4 



(27 j 



J X(x“ — 6 ) 



1 j r l A " 






Rpta, -- In. a 4 /? u> x ■ 

, [ o i 
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' tfvV 

% 

(|o) 

6f) i 



SQC'xdx 



sr?\ 

W 



6 -I- 2 tsr x 



I (2.V-5) , 
i c 'riv 



I 



j A'ln"x 

r 2' Y i A+t 



■ ax 



i ta-A- 

Kpta. — ~ arct«( ) + c 

2v3 " \/3 



itpia. — f ■ -T c 
0 



Rpia. + c 

in x 



Rpti 



J o , . f 



(— H ) + c 

25 5 In 6 -In 5 



zz ) 

"J 



w. 



f 1 8 dx 



j 9x 2 — x* 



KDtiL In 

a-' 3 i 



K Lv + 3| 



! v. 



'+■ C 



64) 



I e" + sen x 
J — cos x 



dx 



Rpta , 2m e x - cos x + c 



j| ? *. / 

j serr \ 



Rpta. — f c Is x — 1 ) +c 






{x~ “ 2 a - 4 - 1) 5 , 

_ : — a x 



senli r dx 



( i 4- cosh ,y) 



Rpta . —• { x — I ) 5 + c 



Koii 



2(1 4 cosh x}' 









1 (in .Y'i-1 )e' ]ux dx 


Rpta. a"' -be 


J ' 




r -a. 


| I t i y __ /; 


, 7 n 


X ,- 9 . f J 

Rpta. — ~ in s 


j a x~ - ir 


2 ah | ax + b 


f ..SOU A' r 


..sen .v 
Cl 


1 a cos x dx 


Rp'OL rC 


j 


in a 



Ramos 




Integral In definida 






f 1 + sen x , 

■ |i ■ ax 

j JV-COS.Y 



Rpta. in | r cos .x 1 + c 



' j 



f e' hx dx 

It— ^ 

J i-e 



tip tn. — In 1 — e ! -t- c 
b i 



ST 



( 4 dJ 



vir.y 



(1^ i 



r .v 2 i-/a- 



j {a + hx^Y 
j .V 4 — 4.V + 1 

f <fr 

j a 2 -4r + 8 
f 1 8 i/x 



/Zv 



Kpta. — 



+ Z>A'"' ) 

Rpta. — In |x ! - 4.x + i I + 



Rip ta . — arct2( ) 4- c 

k ? “ 7 



j x 2 + 4.x - 5 



Lota. 3 In 



■-1I 






6?) 



jec/x^ , 

.. V, , , „ / " A 
j I. + tg2.x: 



2(1 -rtg.2.x) 



v.iv 



l/x 



J \i—4x‘ 



2x + 5 

Rpta. 2 arcsen( — : — ) + c 






(SO! 



/■ * >. 



arctgVx c/x 
! Jx-\-2x 2 +X : 

clx 



;os" xJ 1 -}- 



| 2.x — Varcsen x . 



Kota, ar 



Cl£T \fx "{- c 



,/H-igv + c 



\l}-x~ ---farcsen x 



(S) 



| In xcfx 


•l f 


. n i 


[i — dx 

J x( i -i- hr x) 


—til 


ji + hr x 

i 1 
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Edit ar do Espin o z(> 



/ZS\ 


fT-i 

J e 2:: +1 


(D 


jf In a- 1 
j In 2 a 


(si) 


f g‘(*) 
J (g( a))' 



clx 



clx 



■ clx 






Kpta. : — - T c 



8{x) 



(56 i 



& 1 



(57) 



/Tx 

(58j 



(59) 

v„„a 



f -x in X ~ (1 + x A ) arctg a 



J i(l+r)]ifi 

J ACT"' 

f A-' (a hi. “ x + x In x - j ) 



• clx 



Ain" x 



p [7 J 

!j V i - ;v arcsen a — x _ 
i V 1 — _x“ (arcsen a )“ 



, arctg a 

Kpta. ~ — he 

In a 



in A' ^ 



Rpta. he 

in a 



@ 



J 



/ i -h g" (a) 



eZv 



Ji+r(*) + 



tor-j 



* 62 ) 



i C' VH r ' C/A 

J 

f in (2 a) 

j H4xU 



c/x 



ilia, e — I - c 



a. In x — in 2 . In I In 4x ! 






f 2 ~t" a -l- 3 arctg' 

j 1-1- A 2 

t sen \/x cos -\fx 
£! 

» r= 

J Va 



dx 



clx 



!n( I -h x~ ) + 2 arctg a + — arct: 



Rpta . - cos v x + c 



Ramos 




(n tegral in d efin id a 
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fin (2 a:) + In?-* v- 

m) — ^ — } - dx 

W j 3;v 



in -i 



Rp ta. —in" x\ -i- — In ~ \x\ + — In / . In brj 4- c 
6 1 ! 9 ! 1 3 ! ‘ 



Sn.v-i— 



■dx 



Rpta. -e x 4- c 



0 



e‘ d' x -i-.v ? 
e e dx 



m f ^ 



woy g — — r- 

j (1 + x 4 ) arctg' 1 a"' 



f sen 2x dx 



cos" x + 4 



70) S e sen(4e +2 )dx 



(x4-2)“ dx 



4? 



+ 6x" 4~ 1 2.x + 4 



Rpta. e c + c 



Rpta. 



4 arete 2 x l 



h-c 



Rota, - In cos ' x 4- 4 + c 



Rpta, — -cos(4e A +2) + c 



Rpta, — \fx D + 6x 2 + ]2x + 4+ c 



72; | 



iS> 



X " -Kv-r5 

j x 2 + 1 
4 + -\f\ —x' 



dx 



/n -t 2 

V J-JX 



■ f£\- 



Rp ta. — - 4- 5 arete x 4- 
2 



Rpta. — — (x + 4 arcsen x } 



4- c 



'(x-V\) (x 2 4- i) ln(jr + 1) + 2x 2 v , ^ v . „ , , 

v ; e*dx Rpta. xe* !n(l 4-.r ) + c 



x~ + 1 



f . 



1 \/3x 4 4-4 j 3 4-6x 2 4- 12.x + 9 (x~ 4- x 2 4- x + 1 )dx 

<3 

Rpta. ™ (3x 4 4- 4.r 3 4- 6x 2 + 1 2x + 9) 5 



4 -C 




Eduardo Espinoza Ramos 



m 



r* , 

I tlx 

J .\’(ln(in (in a:)}). ( in (In ,v)) in. 



Rpfa . ' --- In In | in [ I n a j j j' : +"c ' 
3 ’* 



(■17) 



f 3 + .x1n(i+^ 2 ) v 
J l-l-.Y 2 



Lp ca . 3 arct" x -i- — In " ( 1 -f .t ) 

A 



sf| i 



f xclx 






Lnta. — arcsenix" M-t: 1 
-) 






fv f 1 

I \X-£)C(X 

J a/x 2 ~4x’+I3 






i A— — --- — t)<Ix 

j X" - or -!/■■■ 



Rptn. —•in 






II) 



I sen x — x In x . cos 



■c/x 



x sen” x 



HxQCcS « 



In x 



sen x 






in x dx 



i n i '1 ' 

Jll-in x)x 



R p ta . ——Ini 1 ! n ~ x I ■ 



I x ''& 



ij 



) Vl-X S 



Kma. — areseni. 



to 



J e ~ ‘ — 6e A +13 



2 dlCtg! 2 f 



<&> 



4^ 







) 


! ■ ” ~ 


JJ 

1 / 7 


Rpta, 


- in jig x 


+ 2 + \l tg" a: + 4 1 a 4- 1 


-yig~ a + 4.tax + ] 









Si 



'(2x +-3) 



j a/ 3 +• x ’ 



) , 
ax 



I i j ■) ! 

Rg)ta. 2V I + x" - 3 In a + y x" + 1 1 



<m 



dx 



I a^+7- 



r ?ta, - arcsenf e ) •+• c 




hi iegru i hi de fluid a 
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c7r 



JL-j 



(n) 






;04 t 



(93) 



(96' 1 



® 



flip's 

xp 



(w) 



J 7777 

f rfv 

j Vi 5 + 2 a 
f £'Zy 



J xVV- ~9 fn 2 x 

f 

J -VW T - h3e* 

[ sen x tZv 
J V 2 ™ cos" X 

r * 

j v 5 — 6 a — 9 a” 

I £'/x 



j V 1 2 a - 9 a" -2 

f COS A f/v 



•* V -2 - sen 2 x + 3 sen a 

<•=■■ j,. 

,1 tlx 



2 \i'9x 


■ 2 - 6a + 2 


f 


3 c/x 


J x-Ja 


In " a + 9 


f 


3 a dx 


J 77 


+ 6a*" + 5 


f 




1 





x + 2 

■Rjjta. afcsen( : ) -he 



_ . A — i 

Rpta . arcsen{ — — ■•) -h c 



Rpta. -arcsen(ln x 2 ) + c 



2e x - 3 

Rpta . arcsen( — j=— ) 4 - e 

' Vl7 ' 



„ , COS A 

Rpta. -~arcsen( — t=-) + c 
J 9 



„ t 1 . Jx + 1 

Rp ta . — arcsen( — -=r~) + c 
3 \/6 



1 ,3a- 2 

Kpia. — arcseni ■ — 7 =-) + c 

- 3 V2 



Rpta. arcsen (2se.nx — 3 ) 4-c 



Rpta. — in j 3 a — I + y 9.\:“ — 6a + 2 ! +. 



Rpta, — In i 2 In x - 1 - V4 In” a -I- 9 I +c 



'Rpta. — In 



A" + 3 + V X ~r \)X~ +5 



jyl. 



Kpia. in 



x" + px + q 



A + -- + VA- + px-\-q 



-he 
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J Vi + e X -r C v 

f * 



Rota. In I *r Y + — + ■ Vi' 4-' 
1 • ? 



i? - V .L f .J. 



6 / ~ 
J \l-26-\6x~2x 1 ' 

f Inxdx 



2) ?:\j I -i- 4 In jc — In 2 x 

jf cos xdx 
J V sen" x + sen x -l- 1 



| sec x i:/.v 
i — " 

4 'n/tg" X + tgA' + l 



rfi&f 



Rrjto J . 

v2 V3 



/ ■; 2 + in v 

Rpta. -V ! -- 4 In x - Its " x - 2 arcscn( -) -i- c 



Rpta. in : 2 sen x 4 - [ -i- 2 Vsen x 4- sen x -i- I I -he 



Rpta. hi \2 tg x + 1 + 2 -J tg 1 ,v 4- 1 + 2-x/tg 2x -i- tg x -f ! | + 



J V 5x 2 + 1 
f (6 -x)dx 



Rpta,. -7=r In 

•v/5 



i . ! r: 7! 3 m~ 

X \0 -f Vox" H- 1 j + v iXY" H" 



J V 4 a* 2 - 1 2x + 7 

r 4Vx 



Rpta. — In |2x - 3 -f V4x" -- i 2x 4 - 7 



cos xV 1 - se?i 2x -f 2 cos 2 x 



Rpta. 4 In 



■V 4x 2 — !2x- 

(lg" x - 1 ) 4- Vig“ x — 2 tg x 4- 3 1 4- c 






| cos" x{tg" x-i- 1) 
J (sen x cos x)" 



-etc 



| fsecx - tgx 1 _ 
v sec x -h tg x 



(Sx~ 3) dx 
J v 1 2x - 4x 2 -5 



c/x 






Rpta, in i sec x 4 - tg x ! -- In Isec x i 4- c 



Rpta. -2Vl2x — ■ 



5 -h — arc-sent -) + c 

2 2 



J V>+iV 



Rpta. — In L -r V n"' + /r'x" j 4- c 
b I ! 




If! defhfida 
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\tt21 



cos ax clx 



5 V « 2 4 



^ V a" + sen ax 



Rpm. -1 
a 



s en ax + a/ cr '+ sen ' ax 



-\-c 



\ 


1 a lx 2 4- 2x4- 5 clx 


Rpta. 


A -\lx * + 2x + 5 + 2 In 


x + 1 4- a lx 2 4- 2a- -1- 5 


/ 


J 




2 





| \jl-x~~x 2 c/x 



2x + 1 r T 9 ,2x4-1 

Rpta. v 2 - x - x ~ 4- ~~ arcsen(- ■ ) 4- c 

4 8 3 3 



“vX 

CIXS 



■\l X" 4- A" clx 



Rota. a/x 2 +x - -In | 2x + i + 2 vx 2 +x I +c 

4 8 



(U.6 ) 



x ” —-2x4-2 clx 



t , jc-i r 2 n , 0,^1 

Lpta. — — V x — 2x 4- 2 4- — In 
2 2 



x-!4 -Vx 2 - 2x 4- 



© 



(09) 



(120} 



| \ lx" — 2x — 3 dx 


Rpta. — — - a jx" — 2x — 3 — 2 In 


x-1 + a/x 2 - 2x - 3 1 + c 
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Rpta. — {x 4 -I ) 3 +c 

O 




Una ecuacion que contiene una funcion y sus derivadas, o solo sus derivadas, se llama 
“Ecuacion Diferencial” usaremos la tecnica de antiderivada para resolver una 
ecuacion diferencial de la forma: 



dx 




i W 



donde la variable dependiente no aparece en el lado derecho. 



La solucion de la ecuacion diferencial (1) consiste simplemente en encontrar una 
funcion y(x) que satisfaga la ecuacion (1), luego la solucion general de la ecuacion 
(1) es la integral indefmida. 




- ( 2 ) 



cly 

Ejemplo.- Encontrar la solucion general de la ecuacion diferencial — - 2x 

dx 

Solucioo 

La solucion general de la ecuacion diferencial dacia. es: y(x) — | 2xdx-\-c — x" + c 



N0TA„- Una ecuacion diferencial de la forma de la ecuacion (1) puede aparecer 
junto con una condiclon iniciai de la forma y(x 0 ) — y 0 y con estas 
condiciones conociendo la solucion general (2) se obtiene la solucion particular cie la 
ecuacion {!), por lo tanto la combinacion. 




condiclon iniciai”. 





Integral Indefinida - J 

dy 

E(ernpl6.~ Resolver la ecuacion diferencial — = 2x'+\ , v(0) - J 

i;/a' 

Soiuc ion 

r J- ^ 

La soiucion general es: = | (2 a -I - + -h a; h- c.- como v(0) = 3 es clecir; 

o ” ’ " ’ 

c ) 

cuando x - 0, y ~ 3, que al reemplazar en la soiucion general se tiene: 3 = 0 + 0 + c 
entonces c = 3, por lo tanto la soiucion particular es y — x~ + x + 3 



OBSERVACION.- El metodo indicado para resolver tin a ecuacion diferencial puede 
escribirse como integral* ambos lados de una ecuacion diferencial 
con respecto a ..v. 

| (-)dx = | (2-y+I )dx => v(x) = x" +x + c 
j dx j 

Tambien las ecuaciones diferenciales sencillas aparecen en la forma: 



I dy ^ g(- r ) 

"Jx . h{y) 



) 



La ecuacion diferencial (4) se puede expresar con diferen* 



as es en la forma: 




“Ecu ac iones D i feren c i a i es S eparab S es” 



que se dice que estas ecuaciones son 
ia soiucion. genera! .se obtiene por 



i n ie arac i on d i recta . 




jcuacion alien 




•J.v 3 
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La ecuacion diferencial 



civ x 2 -six' 



se escribe con diferenciales 



y 2 dy = x 2 \fx J -3 cfx , quedando las variables separadas. 
Ahora intetyando anibos miembros para obtener la solucidn 



p f i i n 

i 2 I a 2 / 3 / . . )■ 1 , .3 

I v civ = i x \ x — j ax 



, X i X o \ ? , 

l-c —> — = — (a -_))-• -Tt,' 
3 9 



3v“ = 2(x~ ~3) 2 f 9c que es la solucion general. 

OBSERVACION,- Las ecuacion.es diferenciales tienen muchas aplicaciones en 
diversos campos, as! por ejernplo se apiica ai movimiento 
recti li'neo en Fisica, en Quimica, Biologia, Psicologfa, Soc so login. Administration, 
Econo infa, etc., en esta section t rata rein os solamente del movimiento recti llneo, 
aceleracion constante v movimiento vertical con aceleracion gravitational constante. 



| L5S.. MOETMpbm RECTILI NiSOX 

oe una particula (o masa puntuai) en tdrniinos de las fuerzas que actiian sobre esta. Si 
!a particula se rnueve con movimiento recti iineo, a lo largo de una Hnea recta (eje X), 
bajo la influencia de una fuerza dada, entonces el movimiento de la particula queda 
descrito por su “funcion de position" x{ l) que da su ccordenada v en e! tiempo /. 















sbL . . 


/' „ _ 






d posicion en 


Pi 




■ -Mg j 


inslonte a 





La funcion de posicion x{() de una particula que se rnueve a lo largo del eje X. 



La “veiocidad” de la particula v(/) es la derivada, con respecto at tiempo dc 



funcion de posicion. 






ntegrai In defin Id a 



! - TV '* 






- ( 0 ) = X( 



/ = 0 

velocidad ,v' (0) = v Q 



Su aceleracion ci{t) es la derivada de su velocidad con respecto del tiempo. 



| civ ' d''x ! 

! </!/.! -r = —T ! 
. ■ : clt ■. dr i 



En una situacion tlpica, se tiene la siguiente information: 



La aceleracion de la particula 



x{U) = x 0 



i'j u u o s i c i o n i n l c i a i . 



v(0) = v r , Su velocidad inicia 



Para determ inar la funcion de position de la particula x(l) . 
Primeramente resolveremos el problems con condition initial. 



■ : r = «W; v(Q) = v 0 
at 

correspond iente a la funcion velocidad v(/). 



Conociendo v(f) se puede resolver ei problems con condicion inicial. 



^ = v(0)-vy 









La soiucidn de los problemas con condiciones in Sc Sales en las ecuaciones (tt) y (f3) es 
mas sencilio cuando la aceleracion “a” es constante. Se parte de: 









En este s i sterna, c-oordls nad o, la veiocidad de{ auto v(t) es una funcidn clecrecie nt e de l 

tiempo i (en segundos), de modo que su aceleracion es — —20 pies/ seg* V no 
a — +20 . por lo tanto comenzamos con la ecuacion de aceleracion constante. 



•/ > f 

--- = -20 , integrando se tiene v(7) - | -20 dl + c, = -20/ + c } 
di ~ J 



antique la veiocidad inicial no se conoce, los datos iniciales i = 0, v = v 0 implican que 
c ( — v () , luego la veiocidad del automovil es: v(t) = -20/ + v 0 



;omo x(l) ~ | v(t)dt + c 2 = 1 (-20 t + v Q )dt + c 2 =s> +v 0 / + c 2 



a! sustituir los datos iniciales / = 0, x — 0 obtenemos c-, = 0 por lo tanto, la funcion 



del automovil es: j x{?) — -10/ 2 + v 0 / 



El hecho de ciue las marcas de! derrape tenga una iongitucl de i 60 pies nos dice que 
x = 160 cuando el auto se detiene, es decin x = 160 si v — 0 al sustituir estos valores 
en ia ecuacion de la veiocidad y de posicion se tiene: 



an t ]".y - 

Or +v n { = 



.(I) 

m 



de la ecuacion (It v„ = 20/ , reemplazando en 



20/ = 160 



Luego cuanao / — 






v 0 = 20/ — 20(4) =■ 80 pies! seg 







i IAUV :MV', o 

, CON ST ANTE 



sK/v*u- 8 m 



IJna de las aplicaciones de las ecuaciones de la velocidad y la aceieracion esta 
seleccionada con el movimiento vertical cerca de la superricie de la iierra una 
partlcuia con este movimiento esta sujeta a una aceieracion ""o. hacta ahajo, que casi 
es const ante si solo se utilizar distancias verticales pequenas. La magnitua ae esta 

! . ‘j . ") 

constante se denota con g, aproximadamente igual a 32 pies/ seg'' 6 9.8 ml seg" . 

Si se desprecia la resistencia del aire, podemos suponer que esta aceieracion debida a 
la graved ad es la unica influenc ia externa sobre la partial! a en movimiento, como aqus 
irabajamos con el movimiento vertical, es natural elegir el eje V como el ssstema ae 
coordenadas para la posicion de la partlcuia. Si elegimos la direccion nacia arriba 
como la. direccion positiva. entonces el efecto de la gravedad sobre la partlcuia 

clx . 

consiste en disminuir su aitura. y tambien disminuye su velocidad v = — , entonces ia 

at 



aceieracion de la partlcuia es: 



= — j 2 p t es i s eg ' 



v(/) = | a dt + c= 1 —32 



Mi -l- c = v, 





59 



in fegral / n da fin id a 



Ubiquemos -el sisterna- de coord enad as- en ia-preseEts flgura donde. el .mvel. del suelo 
correspondiente a v = 0, la flecha se lanza en el instante t - 0 (en segundos) y con la 
direccion positiva hacia arriba. Las unidades en el eje Y estan en pies. 







Se tiene que cuando l = 48 seg., v = 0 y no 
tenemos la informacion sobre la veiocidad 
inicial v () pero se puede usar las ecuaciones 
( I ) y (2) que son: 

|KO ~ 32f + V ' 0 

1 v'(0 - _ 1 6r 'v {) ( -i- v'o = - 1 6r + v 0 / 
Cuando / = 48 seg. se tiene y = 0 de donde 



— — 16(48) +48 Vq — > Vq — 16(48) — 768 pi as i sag 



para determ inar la 
de i para lo cual 



altura maxima 



cicn v c\ u s s t 



d e 1 a fl ec ha. in a x i m i ce mos y (i) c a 1 c u 1 an cl o e 1 v al o r 
arm la, es decir, la flecha alcanza su altura maxima 



cuando su veiocidad se anula -32 / + v 0 = 0 de donde 
flecha ha alcanzado su altura maxima de 




este instante, la 



v(24 



16(24}- 



768 (1 j 



- Q? 



pies 






Se lanza una pelota verticalmente hacia arriba desde el lecho de una 
casa de 64 pies de altura y ta veiocidad inicial es 48 pies /seg, 
tiempo tardara la pelota en liegar al suelo y con que veiocidad Negara? 
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v ( l ) = •32/+ c como para 0 . v (0 ) ■=■ 48 



48 = 0 -i- c entonces c -48 



Asego I v (/) — --32 t +'48/ 



Ademas y(t}~ | v(t)dt + k -> y{ t) - | (-32/ + 48)t// + /c 

j J 



j'(7) = — I6r -I- 48 1 -I- k como / = 0. y (0) - 64 



64 = 0 + 0 -i- 1: entonces k - 64 



Luego j y{i) - -1 6i 2 + 48/ + 64 



Calculando el tiempo transcurriclo l AC que demora en Uegar la pelota ai suelo y esto 
o c u rre c ua n d o v = 0 d e d on d e : 



- ! 6r + 48/ + 64 = 0 => r -3( - 4 = 0 => (t - 4)(t + I ) = 0 



por lo tanto el tiempo que tomara en llegar al suelo es i Ar - 4 seg 






ali v (\ • -j,-| u y ( _ 4. r j - . . | 

i rfx 



La solucion general de la ecuacion differencial dada e/ 



v(-t) = I (*-2)"’ dx + k -- — — — h/( como y (2) ~ i 



y(2) = l= d—H +k de d< 



k — L Dor lo tanto la solucion t 



es v = 

" 4 
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\S:j 



[7 




V 3 


-i- y 



doricie'lri 



v-i-'\/i + y 



+ in x — In c 



In x ( y -I- -\j I + y 2 ) = in c por lo lanto x.(y -l- -J 1 -I - y ) = c 

Hallar la solucion particular de 3a ecuacion diferencial sen 2x dx + cos 3y civ - 0, 



*-)=- 
2 3 



Sol»ci6n 

sen 2x clx + cos 3 y dy = 0 , integrando ambos miembros 

f> p> ~ 

coszx sen.)i 



[i sen 2x clx- 1- [i cos3v clv~ k de donde - 

j J 2 



K K , 71 n, 

conio v {— ) = — es dear para x = — , 5. ; = “” 
" ' 2 ’ 3 2 " ' 3 



- = k 



os 7i | sen ft _ j 



— -!- 0 = k => /£=■ 



cos 2x sen 3 v 1 






2 



? 



de donde: 2 sen 3v 3 cos 2x — 3 



La pendiente de ai recta tangente en cualquier punio (x , v) de esta curva es 3 \!x , si el 
punto (9,4) esta en la curva, encontrar una ecuacion de la curva. 

Soliicio n 

dv j — 

Por la condicion del problems: ml, ~ — ~ 3Vx de donde 

clx 

f f 

dy — 3'dxdx integrando \dy— |3 \fxclx-rc 

J ' J 

y — 2x 2 + c come la curva pasa por (9.4) entonces 




/ 'u ie Qtai In d efin id a 



aJ:J La.pendiente. de una. curva .en cualouier. punto. (.v,v) .dc.ella. e$. igua! a cos x.- Enconirar. 



una ecuacion de !a curva si esta pas a por el pun to (—.2) 

2 

Soluci6n 



De la condicion del problems se tiene: mi. - = cos a* 

' dx 



De donde dv - cos a clx. integrando Si dv= I cos xdx-rk 

J ' : J-- : - ' 



f ~ sen .v h- k, como la curva pasa por el punto {— , 2} entonces 



2 = sen ■ — i -k —■> 2=1 + A' de donde A = 1 /. v = sen x + 1 






En cada punto de una curva cuya ecuacion es y ~ fix ) ; D;i v — 6 a 2 . y en el punto 
(1,2) la pendiente de la curva es 8. Halle una ecuacion de la curva. 



> Hi ci on 



j P 

D x y = | D x ydx + k = f (6x-2)dx + k ~ 3a' -2x-l- k 



vriL. = D..y |(| 7 j — 8 entonces 3 — 2 -t- 4 ••••• 8 -=> k 



f 

| D..v rfe -!- o = | (3 a-' — 2x + l)cix + c 






desde el origen en l seg. K{/} es la velocidad de la pailicula en \ segundos, a(i) es la 
aceleracion de la parttcula en i segundos. 
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a) a{t) = 5 ~2t , V (2) y x - 0 cuando t ~ 0 expresar V(() , x(t) en terminos de /. 



DOiucion 



a(() = — = 5 ~2t dv = (5-2/) dl , integrando: 
dt 



V(i) =5t -t" +c para V--2 cuando t~0 — > c = 7 



por lo tan to | V.\f) = 5i-~n-^2 : 



V(t') ~ - 5/ - 1 2 + 2 de donde dx = (5/ - / 2 +2 )di 

dt 



dx - | (5t-t 2 -h 2 )dt + k => x(t) = — — + 2 t + k como x = 0 cuando t - 0 

f 2 3 



0 - 0 - 0 + 0 -i- k entonces k = 0 



\ 7T : 

2 ■ 3 



b) a{t) - 3/ - / 2 , V — — y x = I cuando t = 1 expresar x y V en term i nos de t. 



50.Uf.C100 



a{t) ~ = 3/ -l 2 de donde dV — (3/ -i 2 )di 

dt 



^2 j 

| dV = | (3/ - l 2 )dt + c => v(0 - — - -- + c 

2 3 



T 7 3 1 

Como t=I. V — — setiene — = l -c 

6 6 2 3 



c = 0 



V(t) = 



3 r /- 






Integral indefmida 
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(lx. 3r. . r\ 3r r\. ....... 

V m = — = cie aonde ax -- { -)at 

' dt 2 3 '2 3' 



f f 2 ,3 .3 ,4 

| c/y = I (£ )<// + k => „V(/) = /C 



I ' ? 



2 12 



II. .7 
Como X{ I > = 1 enionces 1~ rk =i> /c = — 



2 12 



12 



€- 



v( ) = £__£_ + 2_ 

" Vy ' 2 {? 12 

La velociclad cie una particuia que se desplaza a )o largo cle una recta en el instante es 
v(/) - t'Ji+i. 2 . Determinar la distancia recorrida por la particuia desde el instante 

/i = \l 8 hastael instante b =~J24 

Sohidon 

Sea Xft) la position cle la particuia en el instante t enionces X '(t) = v(/) = r*/l + r 



La distancia recorrida des el instante (, basta el instante b es: 



X(t, ) - y(/, ) = .Y(V24) - A'cVs) 



ft 



'(7} = v(7) —> A'f/ )= I v{7 Wl 



■/ = !| •' 



• /N: di -\-r } 2 +C 



o.d i — _L ( 1 -!- j. 






V8) 



Si e! : conductor :de un autoniovil 'clesea' auhiehtar'sii rap id ezb d e • -2 0- • -lii i/h a 50 nii/h 
mien Iras corre una distancia de .528 pies /Cual es la aceleracion constante que debs 



mantener? 
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.V, 



■V« 



Cry — ~Q^ 



:::::::::: C 



>o — o- J 



528 pies 



V A - 20 ™ 



V R “ 50 



mi 



Se conoce que I milla - 528 pies, entonces: 

mi 5280 88 . .. ...mi 5280 220 



. _ fill J2.UV UO . , 7 > ^ nit 

V , = 20 — — — = — pies seg : V n - M) — , — 
h joOO j ft 



600 



/o/Av / seg 



Ademas F(/) — I a dl + c de donde V(t) = at + c 



^ „ 88 88 _ 

Cuando t - 0, V — — — •> — = 0 + c 



III 



, lid. 

~. ' ' \n. '■ 

■■■•Sr J. ■ 



...(!} 



/: f 88,. . ai bat . 

Ademas x(t) - f V{l)dt + k , reemplazando x(i) = | (at +—)«// + k - — + h 



J 



j ~ O Q v 

a i bol 

o 



. , N c// 2 . 88r | 

Cuando t = 0, x = 0 => 0 — 0 + 0 + k => k — 0 entonces: |x(/) — (+) 



Ahora encontramos la aceleracion cuando V 



220 



220 ,,, 220 88 , 132 

Reemplazando V — en(l): — — at-Y— ( — — 

3 3 j j a 



(3) 



Reemplazando x = 528 y (3) en (2): 528 = A— ) + => 9a(528) = 20328 

2 3 a j .hi 



20328 77 . . , 

a = a = — pies / seg 

9(528) 18 






in ieeraj / n defin idd 
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Si; .s.e. .apl.ic.a . los .frenos. de. un.carro .viajando. a 50. mi/h y. .si. los frenos • pueden dar-al 

carro una aceleracion negative constante de 20 pies/seg~ . ^Cuanto iardara el coche 
en detenerse? ^Que distancia recorrera antes de parar? 



Solueion 



V fl 



_... 



A 

V a =50 



mi 



x = ? 

t = ? 



v B -o 



/«/ 220 pies , ? f 

' a =5o~ = — — — - ; a = -20 pies f seg * , ademas V(t) = -20 dt + c- -20/ + c 



j seg 



Cuando t = 0, V = A/2- de doncle 
3 



120 _ ^ _ 220 
-7 J 



••'"(0 — “20/ -i- 



•220 



20 , 



Ademas „v(/) = J V{i)di + k = j (-20/ + )r// + A 



7 ?^0 

r(7) = —10/" -| ( -i- /c , cuando t 



+ 0 -i- k de donde k = 0 entonces x(t) = -10 1 2 4 



220 / 



* J ura haiiar ei tiempo Que necesita para detenerse el carro es cuando V(t) = 0.. t — ? 



icuacion (1) 0 — —20/ 



220 



:ntonces / 



Lueuo la distancia recorrida e 



:i es cuando i — 



teg en (2): 
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Una piedra se lanza verticalmente hacia arriba desde el suelo, con una velocidad 
iniciai de 20 pies/seg. ^Cuanto tiempo le tomara Uegar ai suelo y con que velocidad 
ilegara?. ^Durante cuanto tiempo esta subiendo la piedra y que tan alto llegara? 



r 



Solucion 



4 # 



'•A 



ciV 



V : j =20 pies f s eg 

T \r =■? 



T — 9 T — • ? V ■■■■■ 9 

! AO - ■ 1 AC - { 

a = -32 pies/seg. porque se opone el movimiento 



como a = — = -32 => V({)— a —32 clt => V(t) = -32t + c 
dt j 



para V — 20 pues/seg. cuando t = 0, x = 0 tenemos: 20 = -0 + c => c = 20 



mego: V(t) = -32t + 20 => ¥{t) = — = -32 1 + 20 => dx - (-32 1 + 20)dt 

di 



Integranclo: § dx = I (-32/‘ + 20)r/? + /c — > x(t) = -16/“ + 20/ + k 

j J 



Para x = 0 cuando t = 0=$0 = -0 + 0 + k=> k = 0 



,uego se tiene: x(t) = -16/' +20/ 



T ab es el tiempo que clemora en Uegar ai suelo, para esto x = 0 -16?" +20? = 0 

=> t - 0, t = ~ , el tiempo que demora en caer es ~-seg y la velocidad con que ilega 

al suelo es V = — 32(— ) + 20 = -20 - } ' ei , por io tanto V - 20 pies/seg. es la velocidad 
4 .see 



. . t , 5 

con que Ilega al suelo; el tiempo que demora en subir es — es decir —seg 

2 8 




in teg mi In defin id a 



L5J3. : EJ'EECfOOS Y PROBLEM AS PROPUEST0S. 



ME) Hailar la solucion general de la ecuaclon diferencial 



dy x~ 



dx v(l+.r')> 



io; \ 



/T~ E Ay 7 7 

/i + .x' • — = .x~v4a:~ 
Ax 



Rpta. 3.r-2ln(l + x 2 )-c 



Rpta. ly l-hx'' — 3 ln(y 4 1) 4 c 









dy 
dx 

dv e~ x + x 



“> ^ 



Ax + e- 1 ' 

e) (a: - y 2 x)dx 4 ( y - x 2 y)dy = 0 

f) (a: 4 a't/v ) dy + y-Jydx = 0 

g) e r (l 4- x 2 )Av - 2x(l + <0 ) Ax = 0 

h) ( e' 4 1 ) cos -X dx 4- e y (s en x 4 1 )dy = 0 



Rpta., arclg v - x - • — = c 
" ? 



Rpta. y" — at" 4 2(cA — t? x )-c 



Rpta. (x 2 -i)(v 2 -'!) = /; 



Rpta. — -j=r 4 In xy = c 

dy 

Rpta. 1 4 e y - c(l 4 a: 2 ) 



Rpta. (.ve/7 x 4 l)(e- r 4 1) — /c 
iallar la solucion particular de la ecuaclon diferencial con las condiciones iniciales. 



dy 

dx 






y( I ) = 1 



Rota, v 



3x“ 2 9 



Av 

bs — = 



dx x -i- 2 
dy 



•'( 2 ) 






C; V 



Ax 



n v/ ^ v = o 






d) (4a: 4 A/y" ) Ax 4 ( v 4 x'~y)dy — 0 ■ y(l ) = 2 Rpta. ( i 4 a: 2 )( 1 -b y 
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ay . . x. .v : 



dx y + 1 



, y(j) - i 



Rpta, .\ ' 3.v • 3 v 3 in ; v i • 21 



dy 3 x~~6x A y 

— = , .> i 

CfX y — x~ V 



Rpta. ix ? -iy ;| = 26 1 ' (2 V 2 - 1) 






i- 2y «**z 0 .-. 4 )=2 



Rota, v = 2 seirx 



h) x{ y + V)ch + y A (x‘ l + l)dy - 0 



i K 

Kpta. j arete x + 2arct<> V = — 
* ... <- .■ 1 



w 



w 



Una piedra es ianzada verticalmente hacia arriba ciesde e! sueio con una velocidad 
iniciai de 128 pies/seg. Si la unica fuerza que se considera es la atribuida a la 
aceleracion de la gravedacl, determinar: 

a) Cuanto tiempo tardara la piedra en cbocar contra el sueio. 

b) La velocidad con la cual chocara contra el sueio. 

c) A que aJtura se elevara la piedra en su ascenso. 



Rpta. a) 8 seg. 



128 pies/set 



c) 256 pies 



LJna pelota se deja caer desde la cuspide del monumento a Washington, el cual tiene 
555 Dies de altura. 



a) ;,Cuanto tiempo toinara a la pelota llegar a! sueio? 

b) i , A que velocidad chocara la pelota con el sueio? 



Kpt: 



pin. 



a) 






tW5 3 3 pies /$e& 



/R\ 

Kl) 



En un movimiento rectiUneo, la funcion aceleracion de un punto es a(t) = -32 en el 
instante t > 0. Si la velocidad del punto es -20 cuando t = 0, y la posicion del mismo 
punto en 10 unidades en al direccion positiva cuando t - 0, encuentre la funcion 
velocidad V(t) y la funcion de posicion x(t). 



Rpta. V(t) - -32t - 20 , x(i) = - 1 6r -20 1 -I- 1 0 




l.D-.J 



m 



W 



{ 9:-] 



Una mujer que se encuentra en un giobo deja caer sus binoculares cuando el giob 
esta a 150 pats de altura sobre e! sue jo y se eleva a razon cie 10 pie/seg. 

a) ^Cuanto tiempo lard ar an los binoculares en Ilegar al suelo? 

b) /,L u a I es la velocjdad de los binoculares a! momento del impacto? 



Kp 



a) j. 4 sea. 



ht 



/seg. 



listed arroja una pelota hacia arriba, desde el suelo, con una velocjdad inicial de 97 
pie/seg. ;j-\ que altura sube la pelota, v por cuanto tiempo permanece en el aire? 

Rpta. 144 pies , 6 seg. 

Laura sueita una pledra a un pozo, esta I legs, a! rondo 3 seg., despues /,Cual es 3a 
profundidad del pozo? Rpta. 144 pies 

L fra in arroja una pelota hacia arriba, con una velocidad inicial de 48 pies/seg. desde la 
parte superior de un edificio de altura 160 pies. La pelota cae al suelo en la base de! 
editicio ^Cuanto permanece la pelota en ei aire, v con que velocidad golpea al suelo? 



i f 0-J 
O' 



Rpta- 5 seg. 



pies/seg. 



Una pelota se lanza verticalmente hacia arriba con una velocidad inicial de 40 
pies/seg. desde un punto situado a 20 pies sobre el nivel del suelo. 

&} Si v pies/seg. es la velocidad de la pelota cuando esta a x pies del punto inicial 
exprese v en term i nos de x. 

b) /Cuai es la velocidad de la pelota cuando esta se encuentra a 36 pies del suelo y 
sigiie ascend iendo? 



w 






1600 



b) 24 



v cm. /see. es ia vei 



ia an 



Una parttcula se desplaza.en tinea recta en forma tai. que si 
ae la particula a los t segundos, entonces V(t) ~ sen jet, donde el sentido positive es a 
la derecha del oj'igen. Si la particula esta en el or i gen del inicio del movimiento, 

determine su position segundos mas tardeV : 

3 



Rpti 



— cm. a la derecha del origen. 
2k 
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j u an ito a it o j a u n a p led ra h ac i a a it I b a , d e s cl e el sue 1 o. L a p § e dr a a 1 c a n za u n a a 1 litra 
maxima cle 225 pies G Cual era su vdocidad inioiai? Rpta. 120 pies/seg. 



Galvez arroja una pelota de ten is hacia arriba, ciesde la 
400 pies de altura ;,Cuanto tiempo tarda la pelota 
velociclad golpea al suelo? 



p; 


irte superior < 


de un 


edit 


ricio de 


e> 


i 1 legar a! s> 


uelo? 


6^ 


on que 


R f 


pta. 5 seg. y 


-160 


■ pic 


:s/seg. 



Se arroja una pelota hacia arriba, ciesde el suelo, con una 
pies/seg. G Cual es la altura maxima que alcanza !a pelota? 



vdocidad inicial de 160 




400 pies 



Si el conductor de un automovil desea aumentar la vdocidad de 4(3 Km./hr a 100 
Km. /hr al recorrer una distancia de 200 m G Cual es la aceleracion constante que debe 



mantenerse? 





El punto (3,2) esta en una curva y en cualquier punto (x.y) de la curva, la recta 
tangente tiene una pendiente igual a 2x ~ 3. Encontrar una ecuacion cle la curva. 

Rpta. y — x 2 ~ 3x + 2 



En cualquier punto (x.y) de una curva Djy = \~~x 2 , y una ecuacion de la recta 
tangente a la curva en el punto (1,1) es y = 2 -- x. Encontrar una ecuacion de la curva. 

Rpta. 1 2 y = 6x 2 - x 4 - 20.x -I- 27 



Los puntos (-1,3) y (0,2) estan en una curva y en cualquier punto (x,y) de la curva 



D 2 v = 2 ~4x . Encontrar una ecuacion de la curva. 




Encontrar la curva quo pas a por el punto (1,2) cuya normal en cualquier punto 
(excepto en x ~ 0) se biseca per el eje X. Rpta; v"+2x"=6 



La pendiente de la recta tangente en cualquier punto (x.y) en una., curva es 10 — 4x y 
e! punto (1,-1) esta en la curva. Encontrar una ecuacion de la curva. 




'miejuuda 






Entre ios metodos de integracion que se va ha estudiar se tiene: Integracion de Sas 
funciones trigonometricas. integracion por partes y casos especiales, integracion por 
SListitucion trigonometrica, integracion de funciones racionales por descomposicion en 
fracciones pare [ales, el Metodo de Ortrograski. integracion de funciones racionales de 
seno y coseno. integracion de algunas funciones irracionales entre el las las binontiaies 
con la combinacion de CHEB1CHEV. 



ANT feC RACION: I>E LAS FUNCIONES A'liLctOtA.AV: -/ALAA, 



Se trata de las integrales que tiene la forma siguiente: 



i t n i , : i . . n f ■ n ■ i ;t . - n ; ' 

!; :-:en x ax, Loos x ax .. \ i re x cm. s cig xclx 



1 1 sxx oxxdx, || liflmxxX:, | ciX’xmgi §|§j 



Para calcular estas integrales, aplicaremos Ios criterios sisuientes: 







oresentan dos casos 



:% Case.- Cisando n es un numero entero positive par. se usan las idenlidat 



„ A iA~mos lx r' ^ : 



• Ti~co3 2;< : 



klo. Caso.- Cuando n es un numero entero positivo impar, a las integrales de 
este caso expresaremos en la forma: A A 





7 



fdj SSSt X d.X = ;; o'C/; ' ' xxex dx 



jfeosf :v dx .... | .c 







Lueso se usa la identic! ad serfx -l- cos x = 1 



EJemplos de aplicacidm de este criterio. 
Calcular las integrates siguientes: 



| serf 3 x dx 



aolucion 



Observamos que el exponente es par, entonces usamos la identidad 



sen 1 3a: =- — , lueso al reemplazar en la integral dada se tiene: 

i' 



f t if . „ , 1 . sen 6x . x sen6x 

I serf 3x dx = cos 6 x)dx = — (x — ) + c = - — + c 

j 2 j 2 6 2 i 2 

OBSERVACION.- En forma practica se puede calcular las siguientes integrales: 



J-s m(jix)dx- 



7 ,. .... S;: - n (^ A f : 

\:x-.n: 



- , f , . cos(20.r) 

fc i e in p !o 1 : | sen(20,\v clx 1- c 



! - f rQW se n(l 8x) 

tLjemplo 2: | cos(i 8 x ) dx — — — — — !•■ c 



En forma similar ocurre en las integrales de las demas funciones trigonometricas. 



2J 1 cos 2x dx 

q) 





Sol uc kin 



/ n tegral hi d ejinkla 
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Observamos que e! exponents de la funcion es par. entonces usaremos la identidad 
! -i- cos 4 a 



cos” 2x 



, por lo 'Canto: 



ii i _ . f . 1 TCOS-rX ■) j i ... ^ , 1 y \ f 

| cos' 2 xdx= { ydx=- \ (1+2 cos 4a 4- cos" 4x)dx 

I • 0 d il 



= - I (1 + 2 cos 4x +— 

4 j 2 



1 13 ( ? cos . 1 3a _ sen 4a i sen Sx . N 

= 4 j 2 + ~ C ° S ' r ~~2 ~ )C A ~ 4 Y ’’ 2 ~~ 16 7 



sen" 4 a c7\: 



Soiudon 

Observemos que el exponente de la funcion es impar, entonces a la integn 
escribiremos asf: 



r , r o r 

sen' 1 4a afr = p sen" 4x.sen 4ac/.v - | ({-cos" 4a) sen 4a dx 



sen 4x dx — Ij cos" 4a. sen 4x dx 



cos 4x COS' OA 



I? 



acidii.- En forma practice se puede intesrar las siguientes funciones. 



i senate) cos< ^ 



^ ' : (■■■' : 






r O' ■ •'X/s" : ";':Vv - 

j eos l! X/(x : }sm(kx)dx - i 



1 sen ; 2a. cos 2a dx 



sen 20 2 a' ; 



40 



-r C 



P , ,_30 i , 

m . , - j ?9 o - / J - v , 

Ii, 3 e m p 1 o 2 : | cos j x. s e n j a dx = 1- c 

j ' ■ • 90 
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j 



.En .forma similar. ocurr.e .en .las . integra tes d e .las dem&s ex p res (ones trigonom 
f 



J 



cos" 3 a * cbc 



SOsiUCiOil 



Observemos que el exponente cle ia fund on es impar, entonces a ! 
expresamos a si: 



f 4 



J 



i| cos"’ 1 3a* c/a = | cos ' 3a. cos 3 a dx = | 0 - sen - 3x)“ cos 3a dx 



J 



Sjl ■ **) •[ 

= | (1-2 serr 3a + sen 3a) cos 3a dx 

J 

j* j* f 

= l cos 3a dx — 2 | sen 2 3a. cos 3a dx + f sen" 3a*. cos 3a civ 
5 1 } 

«/ s } & 



sen 3a 2 sen" 1 3a sen" 3a 



3 9 15 

B) Para el calculo de ias integrates de la forma 



? igdv dx . x dx 



Se presentan los siguientes casos: 

Her. Case.- Si n es tin numero entero par positive, a las integrale 
exoresan asi: 




Luego se usan las identidades siguientes. 



I + tg x - > c c 2 ; . 1 h c i g“ a - cos cc 2 x 



)za Ramos 



i trie as. 



ia integral 



dad as se 





/ wiegral In defin i da- 



11 



2do. Caso.- Si ;? es un numerp entero ppsitivo impar, a las integrales dadas se 
expresan en la forma: 



I tg" xc!x~ S tg" 1 x.i%xdx 



dx ~ | tg 2 x | 2 tg xdx. 



W 



f 



n-\ 



| c tg" x dx = I c tg”" 1 x.c tg x dx - I [ctg 2 x] 2 ctgx dx 

J J j 



Luego se usan las identidades siguientes. 

j I ,;r ■•••: soo" v : i c x ' 



Ejemplos de apiicacion die este criterio 
Calcular las siguientes Integrales. 



I tg" 4.x dx 



Solution 



Observamos que el exponente de la funcion es par, entonces de acuerdo al criterio 



fj ^ 2 



establecido expresamos: j tg" 4 xdx - s! (sec - Ax~i)dx 



I c tg" ! 4x dx 



solucion 



En forma similar al ejemplo anterior, por tens 
expresaremos as f : 



d exponente par; a la Integral 



! , il * , ti 

C tg ' 4,Y dx = ti 



tg" 4 x.c tg Ax dx = 1 c tg" Ax ( cos ec 2 Ax - 1 ) dx 



f . 2 



- | c tg“ 4;x. cos ec~ 4x dx — 1 ctg 4.x dx 
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c .tg” 4 .a 7. c‘.tg-'.4x . . ctg4x 

| (cos ecr 4x - 1 ) dx = - + — 5 i- x + c 

12 j 12 4 



il tg 6 5x dx 



Sohiidon 



Observemos que. el exponente de la funcion es par, entonces a la integral expresamos 
asi: 



j tg° 5xdx= I tg' ! 5a. tg 2 5xcLx = j tg ;! 5 a ( sec 2 5x-l)dx 

J J ' J 



- i tg 1 5a. sec” 5 a - | tg 4 5a dx — - ■■■ | tg 2 5x(sec“ 5x — l)dx 

J J 25 J 



tg 5 5 a i 7 , r , 

— | tg 5a sec 5 a dx-Y f tg" 5xdx 

25 j ° j b 



tg 5 5x tg-' 5 a f > _ • , tg 11 5 a tg" 5 a ls5a 

— 7T — + (SCO" DA - \)dx = -2- + - A + C 

2d 15 J 25 15 5 



li for* S v rh- 



Soltsdon 

ubservamos que el exponente de la funcion es impar, entonces a la integral 
expresamos asi: 



f 



tg” Da 



| tg 3 5a dx = tg 2 5 a. tg 5a dx - I (sec 2 5a - 1) tg 5a dx = - 
J J j 10 



In jsec 5a 



f , 

I ctg” 3a dx 



boiucion 



Como el exponente de la funcion es impar, entonces a la integral escribiremos en la 
forma: 




/ >7 tepfsl In d a fin idu 
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f - f . f 

|. c.tg" . 3 x.dx. ==. | .c.tg 4 3 x.c.tg 3 x.clx |..(cos .ec 2 3x. - l)“.c.tg 3 x.dx. 



J 



J 



= I (cos ec 3x - 2 cos ec 3x +■ I)e tg 3x dx 



r r , r 

= I cos ec J 3x. cos ec3x.c tg 3x dx — 2 I ctg3x.coscc'‘3x dx+ I ctg3x dx 



cos ec 1 3x c tg 2 3x In jsen 3x 

b — 2— — b — J + c 

12 3 3 



C) Pars el calculo de las Integra les de la forma. 



en xcos" xdx ! 



Se p-resentan !os siguientes casos: 

Her Caso, Si m 6 n, es decir, cuajquiera de I os exponentes es un numero enfcero 
positive impar y el otro es cualquier numero, se precede de la 
s i g u i e nte m an era , 

i) Suponiendo que rn es un numero impar y n es cualquier numero, entonces a 
la integral expresamos asf: 



j e ■ ■ ■■■■■.. ,7 

]••: n ■ iti ■ n ■ l . m- 

j i sou .v. av >:en 


1 bc.dod! 


1 
' 7gp* 


; usa la identidad; sen" x-i-cc 


S “ X = 1 




ido que n es un numero entero 
de ia siguiente manera. 


impar y 


m es cualqu 


| ;|sed'ax.cos ,! x dx - jj'sen'l' 
J'" 


v cos^ 5 


:v.cosx- dx 



Lueeo se usa la identidad: sen i x -I- cos" x = I 







80 



Eduardo Espinoza Ramos 



2 do. Caso. Si m y n los dos exponentes son numeros enteros positives pares, se 
usan las identidades si ententes: 



j -. 2 - i -cohaa V V. .g ■.■.y-'g- gC.-T-COsC-A 
; x — , -o*. "■ . . y 






y con estas sustituciones la integral f sen'" a-.co_s l: x clx se transform a en 

J 

integrates de la forma | sen" a dx , las cuales han sido estudiadas 
t "' 1 
J 

anteriormente. 

Ejemplos de apHcacion de esie criterio, 

Calcular las siguientes integrales. 

I cos 0 A'. sen" a* clx 



SsOlilCSOO 



Como uno de los exponentes es impar, entonces a la integral dada escribiremos asl: 



i 2 



I cos 0 a. sen" xdx = | cos" x.seir x.cosx clx = | (1 -sen" x)$erC x cos a clx 



W 



| 4 , f| 6 .is i 

| sen x cos x dx - 1 sen x cos x dx - — sen ' x — se 

J j 5 7 



| sen ' a: cos" x clx 
J 



Soliidon 



f 2 ? f 1 - cos 2 a 1 + cos 2a . 1 f . , 

* sen a cos" xax = 1 clx — — I (1 --cos 2x)ax 



j 2 



■4j 



i r , 



sen " 2 a clx ~ — 



■cos 4 a , 1 . sen 4 a 



dx = — (a— - 

4 j 2 8 



) + . 




In teg red In de/in Ida 
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f , , 

jj sen" a*, cos x ax 
I 

J 

Solncion 

Como uno tie los exponentes es impar, entonces a Ja integral dada escribiremos as! 



| sen 3 x. cos” ;v clx = | sen “ x. cos” x . sen x dx = | (1 — cos” x)" cos” x. sen x dx 



t 

= | (1-2 cos .v + cos x) cos xsenxdx 

J 



= | cos" x sen x clx - 2 I cos ' x sen x dx + f cos ’ x sen x dx 
I I f 

{■J fi-j sj 



COS" X 2 COS" .X cos' X 



■+c 



I 4 



[I sen ..v.cos” x dx 



-j 



so I nc 5 on 



Como los dos exponentes son pares, entonces se usan las identidades: 
o 1 ~ cos 2x ? 1 -I- cos 2.x 



sen x 



;os" 



? 



r -i -> f 1 — COs 2r o 1 -r COS ? Y 

| sen • x.cos" xdx- 8 ( — )•'■(- — — —)dx 



if, , If , 

— 1 ( i - cos'" 2x){ 1 - cos 2x)dx - — I sen ” 2x( 1 — cos 2 x)dx 

8 j ’ 8 j 



sen" 2x dx — I- sen 2*. cos 2x dx 



f 1 - cos 4.y. . , sen" 2x 

ij clx 

J 2 • 6 



"h C —■ — 



sen ,v sen" 1 2„v 



6 



+ C 
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m, 



y;i) I' cos ' ' x.seii > x 'dx' ' ' 

J 

Solucion 

Observamos que !os exponentes.son impares, entonces a la Integral dada expresamos 
asi: 



1 cos' x.seir’ x dx = j cos' x.sen 0 x.SQnxdx= 1 cos 7 x(l 4- cos" x) sen x dx 

I J J 

0 0 8 ! 0 

1 7 , V , COS X COS 

= g cos x. sen x dx - 1 cos a. sen x dx = — 



-+- 



10 



+ c 



(£) | sen" 1 3x. cos 4 3x dx 



Solucion 



Homo los exponentes son pares, entonces usaremos las identidades: 



i 1 - cos 6x 7 _ I + cos 6x 

sen" jx = ; cos" 3x = 

2 2 



f ^ .1 . i . j — cos 6 a , 1 + cos 6x . t , 

i! sen" jx. cos jx dx - I ( )( ) dx 

I 1 2 2 



i I i |i o 

— i (1 — cos" 6x)( 1 -r cos 6x)dx = — I sen/ 6x ( ! -I- cos 6x)dx 



• “ 1 f sen 2 6x dx -i- I sen" 6.x cos 6x dx 
3 i • I 

° !_*' a' 



f 1 - cos 12x . seir’ 6x | 

| — _ rjx + + c 

2 18 



1 x sen 12x ^ sen" 6x^ __ x sen 2 a , sen’ 6x 

8 2 24 ‘ 18 } C ~\6 192 



24 



18 



144 





8 



tevra! In d efin id a 



I?'!!!-*!. e| c^Icula de las inte?reies.de. la.. forma.. 



[ iVxsec " l x cix ; I- ci^ xcoscc !,! x dx 

r.i. I>v. o.Vii ^ 



Se presentan dos casos: 

ler. Caso. Cuando n es un numero positivo impar y m es cuaiquier numero, a 
las integrates escribiremos en la forma: 







t'l'dtxddixdx-: 








1 «"-seo:" 


x , - : | fed 


a. sec • ■ x 


'tgxsec* dx 




■ y ■ ■ ■ r 


■ •■■■• ■ • J 










,a 






ib 


- fg X COS SC X 


’ [l . r — — [ 

- - I ■' 1 • . 


Hi- 1 

x. cosec 


xMgxicosecx etc 


j 




■J 







Luego se usa las identidades siguientes. 




1.^5 



Cuando ni es un numero enlero positivo par y n es cuaiquier numero, 
entonces a las integrates se escribe as I; 




Lue«o se usa las iQooiiuaGes SiUtueiiicS. 

sec x | 

1) Cuando n es un numero entero positivo impar y m es un numero entero positivo 
par, se puede aplicar cualquiera de los dos casos. 

2) Si n es par y m es impar se aplica el 1 er. caso. 
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E j era pi o de a p lica c i 6 n d e este c r iter to . 
Calcular las siguientes integrities. 



| sec 4 2 a*. tg 2 2x cfx 



Solution 



Observemos que el exponente de la sec 2x es par. entonces a ia integral escribiremos 
asl: 



f f f 

I sec 4 2x.tg" 2 x clx - I sec" 2x.ts" 2a. sec" 2 xdx = ji (3 + tg" 2x)tg" 2.x. sec" 2 xdx 

J J J 



fi) 



1 -^/tgx.sec 6 xdx 



f ■>- 2 -> , , L4, 2 n , tg 3 2JC ig 3 2 V 

= | tg 2 .r. sec 2.x ax + | tg 2 .x. sec 2xclx = ~ 1 !-c 

) " j ~ 6 10 



dOiuciGn 



Como el exponente de sec a' es par. entonces a la integral dacla escribiremos asf: 



2 



tSAxsec 6 xdx — I tg 1 ' ? a;, sec 4 a. sec' a: clx = I tg 1 ' " a (1 4- tg" xY sec" x dx 
" i ■" 

*) d 






- | tg 1 ' " a:. sec" x dx + 2 | tg 5 ' ” a. sec" x dx + I a. sec xdx 

J " J " J ^ 



Z tg’ _ X ' 4 tg' 



? 

■+— ts 
7 1! ~ 






| tg" 3 x. sec' 3 a dx 

Solucj6n 

Como el exponente de ia tg 3x es impar, entonces a la integral ciada escribiremos asl 
if „ r 

I tg J 3 a. sec" 3xdx~ ! tg“ 3 a. sec" 3 a. tg3A".sec 3 a t/x 

j “ J ~ ^ 




.■>x — i ) sec. . jx.te jx.secjx ax 



= I sec 4 3x./g3xsec 3x c!x - I sec" 3x.tg3x. sec 3x dx 

j “ J 



sec" jx sec" jx 



-r C 



1-5 4 , 

I c t 2 . x. cosec x dx 



bOlUClOil 



Como e! exponente de la cosec x es par, entonces a la integral escribiremos asf: 

(u /* 

S , 5 4 / 1 - 5 2 2 i 

eta A'. cos ec x ax= * eta x. cosec x. cosec x dx 



— i c tg" 1 x(l + c tg" x)cos ec“x dx 

J 



cts" a. cosec" x dx 



CC 2 . AO cos ec~x dx 



c ts 6 



+ c 



NOT A. Cuando en las integrales se observa que no se adapta a los casos estudiados, 
es conveniente transformarlo a esios casos, utilizando las identidades 
trigORometricas. 



E i ern plo.- Calcu ! ar las s 120 ? entes 1 nteera les. 



dx 



sen " x cos x 






dx 



l sen x r cos x , 1 , 

= fi r — dx = | (- 

I 



sen" x. cos x J sen x cos a; J cos"' x sen" x cos x 



-)dx 
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■f ck - •••• f cLx I -.| . i -sen "- -x + cos" x . 

| — + — “= sec 1 xdx-r I — dx 

J cos ‘x j sen" a cos" a J J sen a. cos a 



J sen a. cos a 



r i j 

(iH-tg" a) sec" a-£/a+ | (- — 4 — )dx 

j cos' a" sen' a 



r ■> | -) ■> i ■> . & ^ 

~ 1 sec" xdx-r | tg" a. sec" xdx-r j! sec" xdx-r i cos ec'x dx 



tg' A: _ tg" a: 

— tg X + — r tg X — C tg X -I- C — 2 tg A* + — C tg X ~h c 



So ks don 



I sen x. cos" x 



f sec" A" dx f sec 2 a :dx 

_ = [I 

J sec 2 W sen x. cos ’ 1 x J Vsen A.sec 1 a. cos - ’ a 



f sec 2 a dx f sec 2 a dx f -> , „ r — 

j = I — ==— = I tg !/ " a. sec" xdx = 2jtgx+c 

j v sen a. sec a J Jtg a J 



| cos a dx _ | cos a' £'/x 1 j' sec 3 a. cos a ok 

J \l sen 7 2 a, cos a J 4a/2 -\/sen 7 a.cos 8 a 4 s/2 J sec 3 a a/scii' a, cos 8 



1 I sec 1 * a c/a _ 1 i (1 -!- tg 2 a) sec 2 a ofr 

4 V 2 J \[ts/~x 4a/ 2" Jl tg A 



tg' 2 '' A 



] tg 7/J> a*, sec" a ofr + | tg"’ 1 '' 0 a. sec 2 a dx 




Integral liuieflnhla 
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m 



-4/3.. . , J .2/3. ■ 

— ig x 4 — is x 

d " ? " 



+ c 



l , J d 4/3 J , ?/•? , 

= , p= { — c tg ' 1 x 4- — ca x) + c 
4\p2 4 ~ 2 ' 



Calcular las siauientes Integrates. 






t ,i 

I sen ' .V dx 



3x sen 2x sen 4x 
Kpta. 4 r c 



m 

v.y 



cos" x dx 



Rpta. sen a* - — sen' x4- — sen; x + c 
■ 3 5 



1.3': ) 
Vv ’ 



I cos' 1 - 3 .v dx 



_ 3x sen 6x sen!2x 

Rpta. 1 1 b c 

8 12 96 



4 :a 

\ He i 



% sen 6 2x dx 



, 1 ( ~>x _ j sen ex ( sen' 4x- . 

g:-> 2 ' ” jg •.'=• |2 , ' ° 



(S._) 



I sen J 0) dx 



Rp£a. -2cos(— )+— cos - ’ (— ) — cos' (— } + c 

“7 "2 "O c . 7 



( 6- ) | (sen' 3 a* + c o s 3 a* ) " dx 



lx . sen I2x _ n sen" 3x 
. 8 : 96 1 " 9 



7:4 i cos :i 3;v dx 



5.v ^ sen ox 
.6 ’ 12 



sen' 1 6x sen 1 I 



fl) lx cos 3 (x 2 )dx 



Knta. — senx — sen" x“ +c 
..; ?. 6 






7;v sen 4x 2 sen J x 



■ 4- c 



{ x 6 

(10). ; tg X dx 

\£l/ ■ Si . . • 



Rpfa, - tg 5 

; " : 5 



v--tg’ x — t.S. X + X 4 - C 
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c tg x dx 


Rpta. 


tg' 1 x dx 


Rpta. 


ctg 4 (3 x)dx 


Rpta. 


eta -5 2x dx 


Rpta. 


tg 2 (x + \)dx 


Rpta. 


c tg 5 2x dx 


Rpta. 


c tg 3 (~)dx 

j 


Rpta. 


tg s 3x dx 


Rpta. 


c tg 4 2x dx 


Rpta. 


tg 3 x dx 


Rpta. 


•x/senx cosx dx 


Rpta. 


Vcosxsen 3 x dx 


Rpta. 


If cos x sen 5 x dx 


Rpta. 



■1 , 2 

— ft!? 
2 ° 



1 3. 1 

—eta j>x h — - 
9 3 



cos ec 4 2x c tg 9 2x In 1 sen 2x I 
+ — 2 + — 1 - + c 

8 2 2 



3 2 ,*> 

— ctg (— 
2 3 



c tg 2x c tg J 2x 



sec x ? , i i 

tg x + insecx-f-c 

4 fa I ! 

2 3/2 
—sen x + c 

3 

2 7/7 2 3/7 

— COS “X — COS ~ X 4- c 

1 3 

--cos 4 , 3 x+- C os' 0 / 3 x -— COS ' 6/3 

4 5 16 
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/« test til In d efm id a 



| sen' x dx 



J cos"' .v vc os x 



J _.!/•} J ■)!■!, 

pta.- • — cos x -I cos'"-' x+ c 



| sen ' 5 a:, cos ' 1 5x dx 



sen oa: sen 5 .t 

Kpta. — r c 

40 oO 



I Vsen a:. cos' x dx 



^ „ i .sen a: 2 I s , 

Kpta. 2 vsen a:( sen' x-\ — sen" aj + c 

3 7 n 



f 5 2 , 

v 2 p | sen a; cos a: dx 



cos ' x 2 s COS'* A' 

Rpta, i — cos' x 

7 5 3 



(28') I sen 0 a: cos 0 x dx 

J 



sen x sen x 

Rpta. — — he 

J a a 



I sen 4 (— }cos 2 (— )dx 

1 O' o 



^ , x sen a. cos a sen' x 

Rp ta . h c 

16 16 24 



r; | 

I serf a: cos" a: dx 



Rpta. — (3a* — sen 4a* + — sen 8a - ) -f c 



I sen°(— )cos' (— )dx 

’9 2 



;os * 0 (— ) - — cos 0 (■— ) -h c 
9 ' A 9 



0j COS XX COS JX 
Id IK 



p ^ ^ n ” -• ^ '5/2 ^ 9/2 . , 

‘' p ““ ^ sSU1 " k 5" C ” " ’ 9 ' C X 1 C 



1 cos lx sen' 









sen' x i. 5 sen x 

R p t a , -sen a -i- — t- c 

3 5 7 
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w 



| sen" 2.x. cos - ' 2x dx 



Rp4a . —sen 6 2x — - sen 8 2x -I- c 
2 16 






l sen" x 



dx 



J COS X 



3 cos' 1 x 



{$0 | sec 4 X'-Jc tg" x dx Rpta. — 2*Jcigx +~-\j tg' x 4 






f , / — 2 w , i; 2 2 3/2 

I tg" xv cos' x c/x Rpta. —sec " x — 4 sec x — —cos x-rc 



m 



cos' x 

SI 1 

j sen x 



Rpta . cos ecx — cos ec x + c 

* n 

J 



(At) 



jj sen' x 

j 3/ T 

o Vcos x 



dx 



Rp ta . s/sec x {—cos" x + 3 ’) 3- c 



id'X} 



/* 4 

I sec x 



dx 



j tg X 



1 

Rpta. -ctgx — ctg' x + c 



/m\ 



f sen '■ 7i x 



cos KX 



— ter 71X 4 — 1£ KX 



-he 






p . 

[I -y ctgx cos 9 x dx 



2 ysen x - — sen 3 ' " x -h — sen 
5 9 



3 So 1 tg" 4x.sec 9/ ’ 4x dx 



Kota. — sec 



! v? < sec " 4x 
- 4x he 



» f 3 

ChS) I tg 5 3x.sec' )/2 4x dx 

j 



O mi** 



c t e 0 4 x c tg 1 8 3 x c tg 1 0 3 x c tg 1 ~ 3 ; 



10 36 



sen' jx 



cos jx 



dx 



l , , COS" XX COS ' JX 

Rpta . - in sec 3x -1 h c 

* n I n jO 

J J 12 




Inte 2 ml In d efin Ida 



- ... f ,. . . ...... 

(4 8 ) i x~ cos J 2 x '' dx 



S 3 " J .l mi_ 4 . r 



{49 ) sec 7 2x. tg2x dx 



sec ' Zx 

Kota. — i- c 

\d 



| r" ' 

ISO)' jj tgWsecx dx 



Rpta. 2^/secx-i-, 



I la ' xsec 4 x dx 



,..]() .8 

I? ^ x f X h C 

X ^ M ' 10 8 



..sec a, 4 

{ ■■)• dx 

tg ..v 



C tg 3 A' 

Rpta. c tg x ~v c 



j c is.' x.cosec'x dx 



c tg’’ x 1 (, 

— C tg X H- C 



c tg'"' x. cos ec'x dx 



(55 ) I c iC -V cos ec J x dx 



cos ec'x t cos ec"x 
7 5 



C 2x. cos“ 2;v c£\ 



— ‘ k X ; “ c 

? 4 



Rpta. — c is .v 4- tg x + c 



sen 2x 3x 

Rp ta, tg x -1 he 

1 ^ A O 



jj sec" 2x dx 



tg2x tg"' 2x 

Rpta, — 1-— he. 

2 



o 
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integral I n defin Ida 



' 'fs$s i sen" x . 

W h=‘* 

J -J COS A- 



' ' 2-s/cOS X j i „ \ 

tpta. cos x — D ) -I-- c 

5 ' 



{$3,) | senh 2 x dfc 



1 / . -» \ 
Rpta. -_cosh x^cosir' x •- 3 J -f c 



(74j ! | tgli 6 x.seclrx clx 

j 



Rp i a. — tgh 7 x — — tgh 9 x + c 



(fi) I ctgh 4 x cZx 



Rpta, x - c tgh x — — c tgh J x + c 
3 



ax + senh" ax)dx 



Rpta. — senh(2«x)-f-e 
2 a 



m) I 

j 



I e A oLx 






) cosh x + senh x 
f tgh 4 x dx 



Rpta. x + c 



Rpta. x - tgh x — ■ — tgh' 1 x + c 



Cg) I Ctgh 3 x^ 

J 



Rpta. in seen 



h x| - c tgh 2 x — ~C tgh 4 X -T ( 



(8l) 



I senh J x.cosh' 1 xdx 



kpta. 



senh" x senh' 



f: g:® 



dx 



J senh x. cosh" x 



Rpta. In 



tgh 



-I- sec hx -I- c 



{ (5 ; 



I c tg 3x. cos ec 3x dx 



12 



1S3) !i tg* 1 jx.sec' 3x dx 



Kpta. 



tg 1 3x tg° 3x 





• 5 '• 3 y 

li cos ox sen 3;c ax 



’ ' c°s S ' cos (> 3 ;c ■ ■ ■ ■ 
Xp *' 24 18 C 



I f x ~ — 6.y ) s en ~ {— — 3 x~)clx ■ . Rote. ~(~ — 3x ' m ) - 2~sen(” — 6x~ ) + 

r. - . ' s • ^ o ,t x o - 



OTRAS (NTEGRALES TRICOMOMl'/i RICA3,- ! 
Se trata de las integrates de la forma: 



t 



j ■ 1 sen (/>?.r) cos ( 'fix ) cfx, - A s;u [/nx-)i^h{nx)clx , ji cos (mx) e«>s (hx^Hxp | 






: : r : *? . 



Para el calculo de este tipo de integrales se usan las formulas siguientes: 



sen (wx) cos 

i * > - . • •, 

! - 1 




(sen (//; + /?) ;c + sen 


[m -n)x) \ 

R/Pc-VPa:; y>: ‘ I 


!o ■ \ : 

\ sen (/nx) sen 


§!g| 


( cos ( ni.- h );V - cos 


[rn -:-/?) v;) 


cos('7;.v)cos 


:M§ 


(:cos{??7 -.njo: + cos 


' 1 

(w+'njx);! 



Las formulas mencionadas se deducen de las identidades: 
sen(/7? + n)x = sen mx cos nx + sen nx cos mx 

sen (m - n)x — sen mx cos nx - sen nx cos mx 
cos (m -1- n)x — cos mx cos nx — sen nx sen mx 
cos(/77 — n)x — cos mx cos nx + sen nx sen mx 



Ah ora sum an do (1) y (2) se tiene 
r 



| sen { mx } cos ( fix.)- A ( son (■nri-'n)x l sen (yn--n)xj ; | 



( 3 ) 

(4) 







? n tegrul in if c fin Ido 



os 



Ahora restando (4) y (3) se tiene: 



j 


:)sen( 


• { - 

1 f-W ,-A‘ 

f U j — — 1 //>• n / \>i 

J ■ ' ' 


-cos [<n +/?};<:) 


ido (3) ; 


' (4) sc 


tiene: 




1; ; . 

! A.Tv-'T: ' 

j COS fi'i'L 


: } COS ( 


nx ) - ~ ( cos ( n i - n ) a 


-r- COS [ in -r n J X 1 



NOT A: En la aplicacion de las formulas menclonadas se clebe tenor en cuenta las 

i ci e ntid ades s i au i e nte s . 



sen (~x) = -sen. 



{ cos (-x) - cos ; 



v x s R ! 



Ejemplos de aplicaci6n> 
Calcular las sisuientes intearales 



( I- 1 I sen 2 a. sen 9 a* dx 

i 






Como: sen 2 a. sen 9.x = —(cos lx - cos 1 1a:) , reemplazando en la mtet 



sen 2x. sen 9a: dx - 



( cos 7a - cos I lx) dx 



1- sen 7x sen 



1 1 



a 



| cos 2 x. cos 7 x dx 









Como: cos 2x. cos lx — — ( cos 5 a + cos 9a ) , reemplazando en la integral : 



i sen 5 a sen 9 a. 



| cos 2a. cos 7a dx ~ — - (cos 5 a + cos-9a) <7v - — : -I- — ) + c 

I 2 5 ; 2 5 9 
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. I 

%3J 1 sen 4x.cos5x c/x 



Soitrdon 



Homo: sen 4x.cos 5x = — (sen (4 +5)x+sen(4 -5)x) 



x - sen x ) , reemplazando en la integral: 



w 



I sen 4x. cos 5x clx - — f| ( sen 9x - sen x) ck - — (cos x - C ° S JX ) + c 
J Z J .2 y 



I sen" 1 4x.cos 2 lx clx 

J 



Solwdoo 



, ■ 3 a 2 n 2 , l n . 1 -- COS 8x 1 H~ COS 1 4x 

,omo: sen 4x. cos lx = sen 4x. cos 7x. sen 4x = — — _______ — ,sen4x 



1 + cos 1 4x - cos 8x - cos 8x cos 1 4x ) sen 4x 



( sen 4x + sen 4x cos 1 4x - cos 8x sen 4x - cos 8.x cos 1 4x sen 4x) 



3 1 

sen J 4x cos“ lx = — ( sen 4x + sen 4x cos 1 4x - cos 8.x sen 4x - cos 8x cos 1 4x sen4x) ...(1) 



sen 4x cos 1 4x - —(sen 1 8x - sen 1 Ox) 



sen 4x cos 8x = —(sen 12x - sen 4x) 
2 v 



cos 8xcos Mxseri 4x = —(sen 4x + sen 1 Ox— sen 12x-i-sen 26x) 
2 

= — (sen 23x - sen 2 lx + sen lx ~ sen 5] 



( 2 ) 




in lesrai / ndefin id a 
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A hora reenip lazando (2 ) en ( I ) se tiene: 



sen' 4x cos 2 lx= — (sendx)-! — (sen 4x -3 sen 1 Ox -sen 12x42 sen !8x~sen26x) 
4 A ' ’ 



— — (5sen4x — 3 sen 10-sen 12x42sen 8x-sen 26x) , entonces: 
16 

r . , ir 

| sen' 1 Ax. cos" Axdx — — | (5 sen 4.x -3 sen 1 Ox— sen 1 2x 4 2 sen 1 8x - sen 26) dx + c 



1 , 3 cos 1 Ox cos .1 2x cos 26 x 5 cos 4x cos 1 ox . 

= — f * 1 ) -!- c 



16 10 12 



26 



(75 l : j ]! sen(3.v 4 6).cos(5x + 1 0)dx 



Solucitin 



Como: sen (3x4 6). cos (5x4 10) =— [ sen (8x4 16) + sen ((3x46) — (5x4 10)) 

i _ 

= “| sen (8x4- !6}-sen(2x-'h4)j entonces 
f i f 

j sen (3x46). cos (5x 4 1 0) dx = - | [sen (8x4 16) -sen (2x44)] dx 

cos (8x4 16} cos (2x44) 



V 1! 



cos x cos" 5x dx 



' 01110 ’ L °‘ 5 A ' C ° S ' 2 t0S v 1 ' 1 ' )Xj ’ 2 ' C °‘ J 4 C ° S } 



1 . cos 9x4 cos 1 lx. I . . , 

= — (cos x 4 ) = — (2 cos4 cos 9x 4 cos 1 lx) 
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f , i f 

I cos ..v cos' 1 ' 5x dx = — 1 (2 cos x 4- cos 9x -(- cos 3 Lt) dx 

L ! A l| \ t 



© 



1 sen 9x sen I l;.v. 

= — (2 sen x -i- -= — ) + c 

4 9 II 



i TC II 

| sen( x) sen(— + x)dx 

5 A /I 



Solueion 



.71 



,7t 



~ ... , , 1 . 71 cos 2 j 

Com o : sen( x)sen{— + x) = — (cos lx - cos — ) = 

4 4 2 2 2 



1 -71 



,71 



| sen(— — x) senf— + x)dx = — | cos 2x dx — + c 



sen 2x 



J 4 



2 



r 

(¥) | sen a\ sen 2a-. sen 3* dx 



Soluclon 



Como: sen 2x . sen 3a = — (cos a + cos 5a), entonces 
2 v 



sen x. sen 2x. sen 3a — — sen a: ( cos x + cos 5a-) — •- 1 - ( sen a cos ,y + sen x cos 5a) 

O' ■' o \ / 



■ (sen 2x - sen 6 a + sen 4a) - — (sen 2x + sen 6 a sen 4 a) 



| sen a. sen 2a. sen 3 a dx - — | (sen 2a -sen 4x +sen 6a) dx 
J 4 j 

1 f cos 6a ( cos 4a cos 2a ^ ( _ cos 2a ( cos 4a cos 6a 

_ 4 6 ' 4 ~ J + C ~ 8 1 16 24 ~ 



1:6.4 : ;))EJEfteS€IOS;PROPUESTO& 



Calcular las siguientes integrales. 
f 

sen 8 ac sen 3a dx 



_ , sen 5 a sen I lx 

Kota, —— \-c 

10 22 




/ n test a! In d efm id a 
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w 



1 seii 3 x.'seri 5.x dx 



'Rpt'a.' 



.sen 2x , , . senSx 






| sen' 1 x. cos 3x dx 



3 cos 2x 3 cos 4.x cos 6.x 

Kpta. — — • — — +■ he 

16 32 48 



I? : ■ '£ • . ; 



f 



cos 4x. cos 5.x dx 



1 , sen 9x. 

Kpta-. — ( sen x -t ) + e 

? Q 






f 



1^54/ | cos" a:. sen" 4 a dx 



x sen 8a; sen 2x sen 6x sen 1 0.x 



4 32 



48 <80 



(SJ 



n -> 

$ .X „ J X 

i sen(--).sen (— )dx 






sen x sen 2.x 



? 



(H) 



I sen 5 x, cos x dx 



^ , cos ox cos 4.x 

Rpfca. +c 

12 8 



(8: J i COS X . C 0 S 5 X dx 



sen 4x sen 6x 

p i3 =, H r C 

8 12 



( 9y | sen 4.x. cos lx dx 



n , COS 3 A* cos I lx 

.Kptfi , h c: 

f. ?? 



n&) 



ji senf— ).cos (— )dx 

j '2' V 2 



^ COSX COS 2.X 
J n * 



m 



COs(£). COS(4) dx 



? ren £ J .£^ n £^. J . . 
H ,Ud. Jot.i ■ ov.i . C 



(t 



li sen. xx.senJx a: 



cosx cosix 



f f x \ 



(Vsen 2x — cos 2x)“ dx 



x sen 4x cos 2x 2 



(sen 2.x) i/2 +c 



(®) | sen 5 x. sen x dfr 



^ sen4x sen 6.x ^ 




SCO 
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|- cos 3 cos 2 x • dx 



sen sen da 



2 10 



km 



I sen 3x. cos 6x dx 



COS :>X COS yX 
* 6 1 8 



€1 



| cos 4a;. cos 2x dx 



sen 2x sen 6x 

Knta. f- tc 

' '4 12 









cos 3 Ox s en 2 0 a - dx ' 



I sen 3 a:. cos 5a; dx 



cos ] 0-v cos 50;; 



Rota. 



20 100 

cos 2 a cos 8 a 
4 ] 6 



/ \ 



I sen 2;;. cos 4a dx 



cos 2 a cos 6 a 
Rpta. +c 



12 






| sen (4x-t- 7).cos(5x + 8 ) dx Rpta. — (9cos(x+l) — cos(9x + 15))-J-c 



18 



w 



| cos (9 a - 20) . cos (5a + 20) dx Rpta. 



sen 



4a -"40) i sen 14a 
2 ' 7 



1 sen a. sen 3 a. sen 5a dx 



„ 1 ! cos 9 a cos 3 a cos 7 a 

KDta, — COS A -i — — — 

J A i o n 

4 f y j / 






I COS A. COS 3 A. cos 5 a dx 



Rpta. 



sen at - 



sen da sen 7a sen 9 a 



7 



© 



1 sen 10a. sen 20a. sen 30a dx Rots 



cos 60a cos 40; 



- cos 20a 



126) | cos 10a. cos 20a. cos 30a dx Rpta 



sen 20a sen 40a sen 60a 
20 ' 20 ' 60 



+ c 



. . f 

27,y 1 sen x. cos 7 x . sen 1 1a dx R 



Kpta. 



sen 3a sen 19a sen 5a sen 17a 
3 19 5 17 



+ c? 




in fegrai in defin ida 



01 



/fly 



f cos x,sen lx. cos 1 \x dx Rota, — 

ii ' A 



■ cos 3 x cos 5-x cos 1 1-x ■ ■ ■ cos 1 9-x 



17 



129.) | sen ( 2x -i- 1 ) .sen ( 3 x + 2 ) . sen ( 5 x -l- 3 ) dx 



r~ 

\gQ) 



Rpta. - 



cos(10;c + 6) cos(6x-r4) cos(4x + 2) ] 



l "I" c 



| cos ( x + 3 ) . cos (3 x + 5 ) . cos ( 5 x + / ) dx 



R ot 0, 



sen (3x-l- 5) ( sen ( 7x -f 9 ) sen( 9x3-15) 



sen { x + 1 ' 



4- c 



I sen' 1 x. cos 3x dx 



Rpta. — cos 2 x - — cos 4x 3- “ c o s 6 x + c 
16 32 48 






;os“ x.serr 4x dx 



x sen 8x sen 2x sen 6x sen i Ox 



32 R 4R 80 






cosh x, cosh 3 x dx 



Rpta, — sen.h 4x 3- — senh 2x -\- c 



fy'.i. \ 



senh 4 x. senh x dx 



10 



:osh 5x3-— cosh 3x -I- c 



senh - x. cosh 5x dx 



sen.h 7 x sen n j x sen n 5 x 



2S !' 






orocedi ni lento es cie la slRuiente mauera: 



;n la practica, cuvo 



Consideremos u- J'(x) y v-g[x) dos fund ones diferenciales en la variable x. 
De la form ni a para la differencial de un producto de dos funciones se riene: 
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d (uv) — udv + vdu -ylo-que es equivalente 



udv =■ d{iiv)—vclu , integrando ambos miembros se tiene: 



I \iidv~uy,- | ydu 



La ecuacion {*) se denomina “Formula para la integracion por paries 1 '. 
Ejemplo de apiicacicm de este meiociio 
Calcular las sisuientes integrates. 



i! a- In x dx 



tboiucson 



Comentario: Cuando se tiene un producto de una funcion logarltmica inclusive 

ate clad a de un exponente por una expresion en x, en tod os estos casos, 
se toma asi: 



ck 



naciendo: 



I u = in x 



dv — x dx 



(I) reemplazamos en la formula de integracion por partes: 



i 2 



In x c!x = : — in x 



simplmcanao 



dx 



f-2 ) 



| In (x + \/j -1- x~ )dx 

J 

Solydosi 

De acuerdo al comentario del eiemplo anterior se tiene: 







In tegral in defin Ida 



Haciendo: 



j u = !n(.t 
1 dv = dx 
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etc 


1 4" x“ j 


l[ 




•y i -i- x 




V = X 



Ahora aplicanios la formula de integracion por partes: 

S in(.Y + a/'! + x' ) dx = x ln(jc -h V 1 -h.v 2 } - | ^ = a: ln(x + \j\+x~ ) •- \ll+x* + c 

j j -Ji+A 



I a: sen 3.x r/x 



Comentario: Todas las funciones trigonometricas multiplicados por una ex pres I on 

en X se integran por partes donde las funciones it y dv se toman, as?: 



Haciendo: 



' | \du = dx 

l 3 



Ahora aplicanios la formula de integracion por partes: 



, , xcoso. 

x sen 3x dx = 



iosjx . x cos ox sen Jx 
dx= h 



j . f j 



| (A- i +2x + 3)cos 2xdx 



De acuerdo a! comentario del ejemplo (3) se tiene: 






dv = cos 2x dx 



da — z f x -I- 1 } clx 
sen 2 ,v 



Ahora apucamos ia formula de integracion por partes: 



i (x“ -s- 2x + 3) cos 2x = ~ — sen 2x — | (x -t- 1 ) sen 2x dx 
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nuevamente a la integral s (x4- ljs'en 2 .V dx i oca leu ! a ill o s por partes: 



Hacienclo: 



! it = x 4- 1 
I civ = sen 2 A' clx 



cht = dx 

cos 2 x 
9 



y apficando !a formula de integracion por partes: 



,, „ x 4~ i „ I cos 2a: , x+i „ sen 2 a* 

$ (x 4- 1) sen 2x dx = — — - cos 2.x - il dx = — cos 2x 4 

| ' ■? f 9 9 d 



... (21 



ahora reemplazando (2) en (!) se tiene: 



f . ■> , a; + 2x + j x t 1 _ sen 2 x 

I { x~ 4- 2.v -1- j ) cos 2 a: clx — sen 2 a* 4- cos 2x 

■ 9 9 4 



2 a" - + 4 a; 4- 6 x 4- 1 

sen 2 A' 4 1 cos 2x 4- c 



K T\ 

15 ) 



f 

i xe ' <r/x 



SO ROOD! 



Comentario: Las funciones exponenciales multiplicadas por una expresion en x se 
intearan por cartes v las funciones u v dv se toma as(. 



Hacienclo: 



dv = e 2x dx 



cki — dx 



Ahora aplicamos la formula de integracion por partes: 



I .. J>.v _ xe " I d" dx _xe 

i] XB ClX — s = 



2 j 2 



— -l- c - { 2x - 1 ) 4- c 

2 4 4 



9 (x" 4- 3 a: — Y)e lx dx 

J 




integral hide fin id a 



aomesQH 

De acuerdo al comentario del ejemplo (5) se tiene: 



Haciendo: 



it = x “ 3x - 



du — (2x + 3 ) cix 



[ dv — e dx 

- 



V “ e ~ 



Ahora aplicamos la formula de integration por partes. 



x~ + 3x - 1 ? v | 2x 4- 3 i 
? | 2 






-V + 3X - 1 -} T i C fn )v . 

q- — | z_y + j e " dx 

2 2 j! v ' 



Nuevamente a la integral I (2x-f 3) tf 2 ' dx, lo integramos por partes: 



Haciendo: 



[ n — 2x -l- 3 

1 - T y , 

! nV — e dx 



du — 2 c/x 

2.v 

e 



? 



Ahora aplicamos la formula de integration por partes: 



S (2x + 3 )e lx dx = 



2 dx 



'x -i- :j -> e" 



■e- = (x ~b 1 ) e~ x 



Ahora reemplazamos (2) eo (I) 



fi (y~ + 2v_|W-h/v 



+ 3x - J 



v A -- -p2 v -2 -, v 



Cv ) 






GooiMiota.no: Tod as las funciones trigone mdtricas inversas multiplicadc 

ex pres ion en x, se integran por partes donde las funciones 



s por una 
u v dv se 



toman as I. 




i or-, 








dx 






1 u = arcts x 


! -!- x “ 


Haciendo: • • 




I dv — x dx 


X* 




! M 
1 



Ah ora aplicamos la formula de Integra cion por partes: 
x~ arcts; a* 1 f x 2 cbc x 1 arcts x 1 



ji x arcts; x dx = 



2 j o 






x“ arcts x' x i x -hi 

- { — arcts x tc- arc 

o o ? a 



X r < 



/TSN | 

\-IPj I xarcsenx dx 



SoSucion 



De acuerdo al comentario del ejemplo (7) se tiene: 



Haciendo: 



u = arcsen x 
dv — x dx 



r , * 
f /= 



i ' ? 



Anora aplicamos la formula de integracion por partes: 



| x arc sen x dx 



'sen x i | x'dx 



nuevamente la imesrai 






J VI -x 



Jalcuiamos por partes. 



Haciendo: 



] dv 



x dx 



l Vl“X‘ 



(V/u = ofv 

'j / : 

(v = -VI x’ 



Luego aplicamos la formula de integracion por partes: 
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f xAl = - f -7T7 2 * = -Wi-* 2 -+f7i * 

j V 1 — -v 3 ' J J 



= -vV i - ? -i- — 4\ -x 1 + — arcsen ,v + c =— (arcsen .v - W1 - x' ) -I - c ... (2 
? ? 2 



Ahora reemplazando (2) en (!) seliene: 



f , x" arcsen x l / f. A 2x“-l x / , ? 

i x arcsen x tiv - (arcsen x - xV i-x ) + c = — - — ai catn x - - V 1 - - + 1 



1 A' A sen 6x dx 



Comentario: Las funciones exponenciales multiplicadas por la funcion seno o 

coseno se integran por partes y las funciones it y dv se eiigen de 
cualquier forma, asf: tenemos para nuestro caso: 



u — sen bx 

< ,-/ !X 

dv = e M dx (v = 



chi = b cos bx dx 



Ahora aplicamos la formula de integracion por partes 



| e ax sen bx dx — 



sen bx b f , , 

a e cos ox ax 

a a j 



nuevamente a la integral j e JX cos bx dx , !o calculamos por partes 

J ....... ■! 



Haciendo: 



it = cos bx 
dv - e ax dx 



\ du — —bsQn bx dx 



Luego aplicamos' la formula de integracion por partes: 
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f , , e M coshx f h , , e“ x cos bx b ( 

n < J - sen OX ax — ■ 'i ' -'H /-iv/r = .. -V - - !■! 



ti..... . . . r. . .. . T~r. :-.rr.. . ... . a... u\.„ , v j . .. /. ... 

— [ — e sen ax ax = h — g e sen av ax . , . 

J C\ a a J 



ahora reempiazamos (2) en { t) es decir: 



1 

| e° A sen bx dx - 



e sen bx h e cos bx b | , , 

j-_ j; e - sen ox ax 



a a a a J 



j) (i h $ 

l e M sen bx cfx = a sen bx — b cos bx ) - I e ,u sen bx dx 

! 1 ' 1 2 II 

J a a j 



b 2 f e a - x 

( 1 H — — ) | e rn sen bx dx — — — ( a sen bx - b cos bx ) 
a" J cf 



I e 0A sen bx dx = 



e m ( a sen bx — b cos bx ) 



Ejempios cl i versos tie integracion por partes. 



t&i\ f x arctg x , 

u vj i — ====•- ax 

^ j EE 2 



So ht cion 



De acuerdo a los comentarlos c!e ios ejempios anteriores. 



Haciendo: 



\ u = arete y f . dx 

j dll = •: 

< . x dx . —> 'l 1 -I- x 



iv = V1 + X-" 



Ahora apiicamos la formula de integracion por partes. 



f x arctg x . r t J r ~~ y dx 

| ■■ ■ dx — V 1 + .y“ arctg x - VI + x . 



J V 1 + x 2 



■ xj\ + x 2 arctg .y - 1 = J] -I- x 2 arctg .y - in „y + \j 1 + X | + c 

' J -fi-i-x 2 " f 




Integral In defin Ida 




r . . . x\lx 

J (x cos a- - sen x)“ 



SolucioT! 



A !a integral dada escribiremos ass': 



f x 2 dx 

j (x cos x — sen x)“ 



x sen x dx 



J sen x ( x cos x — sen x) 



f x x sen x dx 

j sen x t cos x — sen x)' 



Haciendo: 



■ -V 

[ sen x 

__ xsen xdx 

(x cos x — sen x)“ 



. senx-xcosx , 

du - ■ dx 

sen" x 

] 

x cos x — sen x 



Ahora aplicamos la formula de integracion por partes. 



f x 2 dx x f (senx-xcosx) 

| - — ‘ * ; ' “* | ’ * “ ‘ Ci^X 

J ( A: cos x _ S en x ) 2 3en :v ( xcos - v ~ sen x ) J sen 2 x (x cos x-sen x) 



2 + I cos ec 2 x dx 

sen x (x cos x - sen x ) J 



sen x (x cos x-sen x] 



■ c ta, x -I- c 




fx-rsenx 

I dx 

J 1 + COS X 



Solyddn 



9 X X. .X 

Se conoce: 2 cos" (— ) = 1 + cos x , senx = 2sen{— ).cos(~) 
2 2 2 

Entonces a ia integral dada escribiremos asi: 



r- r- x + 2 serif 1 -) cos(— ) 

l x-i-senx , | ■? ? . 

— dx = I — — dx 



j 



COS X 



^ '> _ x . 

2 cos" (— ) 
0 



^ j + \ lgC f^ 4v 
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■ Ahonv calculamos- la integral Ixsec" (-)dx' : por -partes; • 
- ' ? 



[ clu ~ c/x 



Haciendo: - y -=> < x 

| c/v = sec" (~)dx v = 2 1^( — ) 

[ Y l “Y 



Luego apiicando la formula de integracion por partes. 



0 _ f 

1 x sec’ {—)dx = 2xt«(— )— 2 || t£>(— )dx 

i! 'o- ^ n t -■'y 

*j ^ o z 



Ahora reemplazando (2) cn (1) 



fx + senx , 1 .x. , .Y , , f x . . 

& = - x tg(— ) — 2 tg(—)dx + tg(— )(r/.Y + c 

j 1+cosx 2 [ 2 j. 2 . J j 2 . 



= — tg(— )- j tg(~~)c/x + [v(~)dx + c - ~~ tg(~) + c 
2 2 2 2 2 2 ■ 



Como: sen" x + cos" x = 1 . entonces a la Integra! dada escribiremos ash 



cos x + a* sen x — 1 , i cos x + x sen x - sen''' x - cos" x , 
— | — dx = | : dx 

(sen x - x y J (sen x - x) 



f cos x ( cos x — 1 ) — sen a- (sen x — x) 



(sen x — x 



f cos x (cos x - 1 ) 



sen x dx 



I -1 i , \ 

J (sen x -- x)' J (sen x - x) 



fcosx(cosx-l) 

Ahora calculamos la integral | — dx , por partes: 

J (senx-x)" 




/ nteizra l In da fin id a 



1 ! ! 



Haciencio: 



If — COS A' 

cos x — 1 

civ = 

(sen a - a)" 



I dii = .~sm.x...clx. 



■dx 






sen x - x 



Luego aplicando la formula de integration per partes: 



f COS A’ ( COS A' — ! ) cos x 

i! ax = 



sen x 



j (sen a- -a-)" 

Ahora reempiazando (2) en (I) 



sen a -a: j sen a --a: 



clx. 




r v 



‘Ctc + C-- 



COS A 



sen a- a J sen a- a j sen a- a sen a- a 



(ti) 



| sec -1 a clx 

) 



Soiu cion 



A la integral dada escribiremos as I: 



f f 

I sec/ a clx = I sec' a. sec a clx =114- t<r x sec x clx 

J j j 1 ' 



I sec xc!x-t fi tg' a. sec a c/a = In sec a* - t- tg A'l + I tg' a. sec a dx 
f s ~ 1 ! 



ahora calculamos la integral | tg" a. sec a dx , por partes. 



Haciend 



o: I 



It — fg A 



| dv — tg A. sec A dx | ) 



[ du = sec a clx 



Luego aplicamos la formula de integration por partes. 

f , f , 

| tg" a. sec a' clx = sec a. tgA — 3 | sec 1 a dx 
f . i 



Luego reemplazamos (2) en (1 ) se tiene: 




1 1? 
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■ I ■ seer x dx — hi jsee-x 4- ts-.v! + secx ta; x 



x dx 



E'>, 

} 



f , l, . . 

\i sec x dx — — in sec x + ta x\ -f sec x la ,v + c 
j 2 ' " 1 ' 



r .ve arci - v 



J (H-.r-r 



7777 «• 



Vv 



So in cion 



De acuerclo a ios comentarios de los ejemplos anteriores. 

dx 



Haciendo: 



/Tk7 



u ~ 

j ^ 

] g“Wg.Y 

j dv — - — dx 

i I+A- 



f/w=- 



(] + x" y ! ■ 

flrctK-x 



Ahora aplicamos la formula de integration por partes: 



„ .arete jt 
At’ 



nrclu.v p sirctu.v 

, xe - I e 
dx. — - | T-TTT- CiX 



jo +xr i d +X ‘ jo+.v 2 ) 3 

f aretg.Y 



nuevamente intesxamos I 



J (i+A-y “ 



c£v , por partes 



n 



Haciendo: 



! -vW 



c/v 



■ c/x 



eft/ 



:<& 



ci+x-r" 



r jitrdf! .Y 



■dx 



r xe 



j ( 1 + a: )" ( i -I- x" f “ J ( I + x " )■ 

luego reemplazando (2) en (1) se dene: 



■ dx 



arcijj.T 



j (]+x")' v " 



— dx - 



— i! 



(\ + x*Y u (1 + x“) ! : j (1 + /)•’ 



dx 




in iegrai in d efin id a 



E At' , e t ,\ 

_ d: ..^ V' 

j (I + jO 2(1 + .d) ' " 



f arc sen \ix . 

j Ti^xp^ 



SoludoB 






arc sen V-v , - I r arose n z , 

| jrrclx = 2 j 

j (l-x) 1 '” J {i -r" j 1 "" 



ahora aplicamos el crilerio de integracion por parte 



I it - arcsen s 
\ 

Haciendo: ( , zch 

dv = — 

[ 0-d 1 



du - — 



(1- ^) i/: 



/, 2 \ t /2 

v = — (1 — r ) 



L ue so aolicamos la formula cle Integracion por paries: 



f z arcsen a . f r T dz 

— dz - -VI - r" arcsen r - i| -V f - z“ r .. , 

jO-A) j O-rO 1 '- 



-(1 - r ’ ) ] ' 2 arcsen ~ + . 



ahora reemplazamos (2) en (1), es decir: 



I diC ^ , : n c j x _ 2(-\J \ - z 2 arcsen z + z) + c = -2\/i -a: arcsen -\/.v + 2 Vx + c 
j (1— -v) 



^ f® 

(ilj | sen(!n x)c/x 



Sea: z = In a* --> x = e~ ~> dx — e'dz 
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f f 

\ sen ( Inx) ctx = I sen z dz 



Aplicando el criterio de integracion por partes. 

[ a ~ sen x [ chi = cos z dz 



Hacienda: 



[dv = e s ck 



v — e 



Median te la formula de integracion por partes se tiene: 

f f 

| e~ sen z ck = e~ sen z~~ f e~ cose ck 

J j 






( 2 ) 



nuevamente calculamos la integral 1 e x cos z ck . por partes. 



Haciendo: 



| // = cos z [ c/w — - sen z e/z 



-> < 



I cfv = e~ dz ( v = <r 

aplicando la formula de integracion por partes. 



| e~ cos z dz = er cos z 4- I e sen z dz 

J J 

ahora reemplazamos (3) en (2) se tiene: 

f. f 

| e~ sen z dz -- e~ sen z — e~ cos z- i <r sen z ck 

J J 






I e" sen z dz - — — { sen z - cos z) 
5 n ' 



Luego reemp lazando (4) en ( ! ) se tiene: | sen ( In ,v ) chc = — {sen z - cos z ) + c 



| sen { in ,y) dx - ^ (sen ( In x) - cos ( in .v) ) + c 




In tegra f In d efinida 



\ dx 



Solucion 



Sea: x — z ' -•> dx -2 z dz 



f , f . 

entonces: | e"'dx = 2 ze'dz , integrando 



Haciendo: ^ 



\ civ ~ e" dz 



| dii - dz 



Apllcando la formula de integracion por partes: 



f> /® r - 

| dx = 2{ze“ - ! e~ dz)-\-c-2(ze —e~) + c -2e~ (z-\) + c -2e A (a/x — 1) -4- 



f x 2 arctg x , 



Solucion 



Sea: z = arete x -> 



x~ . ahora reemplazando en la integral. 



fV arctg x 



Hacienao: 



dx = | ztg 2 z dz , aplicando el criterio de integracion por partes. 



|Wz : r 

[dv = tg" dz v { 



du = dz 



Med iante la formula de integracion por partes se fieiie: ; 

f ;c“ arctg x , f -> ■ , \ , 

— dx- ztg" zdz-s{tgz-z)- \ (tg z-z)dz 

J 1 + x , J 



z tg z-- z 2 - In jsec z\ + ~ + c - x arctg a: - In sec (arctg x) — 



w Iffo 
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TQ-jfu 



Solucion 



Sea: r = arose n-.y 



( 1 — .x" , ahora reemplazamos en la integral clada: 



t arcsen x 



| cu -v ^ I ^ . | i U± | 2 J 

j (i-x 2 y^ j (1-x 2 )(i-x") !/2 ' j 1 -sen 2 r j 



Ahora apiicamos el criterio cie Integracion por partes: 



Haciendo: 



f« = £ \ chi = dz 

\ n => I 

| civ = sec " z dz [v = tg z 



Luego apiicamos la formula por partes: 

f araenx f , , , t x arcsen x 1, „ , x 

I -T~xrrax~z\.%z- | tgzaz+c ~ ztgr-ln secs \+c = r~r ln(l-x )+c 

Jd-x^r 2 j 1 1 (1-x 2 ) 1 ' 2 2 

1 1.6.6 ■ CASQS-ESPECIALES:ijE ;; m lECRAC^ 

En esta parte consideremos el calculo de las integrales, mediante ciertas tecnicas. 
llamadas el metodo de los coeficieni.es indeterminados y se considera las siguientes 
integrales. 



Caso: Para las integrales de la forma: j" P n { x) P !X dx j 



Donde P n (x) es un poiinonsiq .de gradq n, para el. calculo de estas integrales 



express asi: 



t P n .(x)e' x :d x XQ n (,v) e :x ;+ 



donde O fl (x) e.s un polinomio de grado "wide coeficientes p.or calcular, es decir: 






/ )? (egrui In defln i d a 



117 



^ i (- v ) ~ ^ « x d- a _ i A' ' 



' i7 i v ~ l ' a y ■■ . . Q»( x ) ~ - v " + b„~\ x>> 1 ••• 1 - + 6, 



y se trata de calcular los coeficientes de 0„ (a) , ios que se obtienen derivando la 
ecuacion (I) y despues se aplica la identidad de polinomlos. 

/» 

EsempSo: Calcular la integral: l (x’ +5x 2 -2)e lA dx 

sJ 

Solo c 16 u 

De aeuerdo a! enter io establecido, a la integral dada escribiremos en la forma: 



j 



A'"' +ox 2 -2 )e 2x dx - (Ax J + Bx 2 -f Cx+ D)e 2x + c 



Para calcular A, B, C v D derivamos la ecuacion (1) 

(a- 3 + 5a 2 - 2)e~ x = 2 (/1a 3 -I- Bx 2 + Cx+ D)e 2x +(3Ax 2 +2 Bx + C)e 2x 
(a 3 + 5 a 2 - 2)e 2x = (2 Ax 3 + ( 2 B + 3 A ) a 2 + (2C + 2 5) a + ( 2 D + C ) )<r v 

a 3 + 5x 2 ~2 = 2Ax 3 +(3/1 + 25) a 2 + (25 + 2C)x + C + 2/> 

Ahora por identidad de polinomios se tiene: 

7 



2/1 = 1 
3/1 + 25 = 5 
25 + 2C = 0 
C + 2D = — 2 



J 2 4 

.7 . ... d 

5 ; D = -+ 

4 8 



Luego reemplazando (2) en (1) se (iene: 
f ( a' + 5 a" - 2 j dx ~ ~ (4a" 3 + 1 4a 2 - 1 4a + \j e 2x + c 

OBSERVACION.- En general se puede probar que: 



(.y)A "dx = — 
j ../+■( . d 



y £M .+"'W-,+ 



Cl .. ■£/■ 



(I) 





Ejemplo: Calcular la integral |* (2x 4 + 2a- - 1) cos 2x clx 

Desarrollo 

De acuerdo al criterio se tiene: P(x) - 2x 4 + 2x-l => P'(x)- 8r'+2 

P'{x) = 24x 2 
P"{x) = 48* 
P iv (x) = 4S 





in teg vat In defat id a 



1 19 



| (2x' : -!- 2x -l)cos2xdv 



^ 1 
sen 2x \ 


r P"(r) P iy (x) 

n/m 1 v-W . V). 


h 

1 8 
j Crt 

]w 




H-V 


2 


I(x > 4 16 


2 


2 


8 



sen 2.x 



24x 2 48 

2 a' 1 -h 2:v — 1 -+— 

4 16 



cos 2 a 



o 



8 a' +2 48a] 

"""l - 8 I 



= (2 v 4 - 6a 2 + 2a + 2) 4- (2a 2 - 3a + -) cos 2a + c 

2 2 

OBSERVATION.- Los casos especiaies cie integration por partes analizados y que 
son de la forma 

r r r 

I P(x)e (a 'dx, I P(x) sen ax dx . I P(x) cos ax dx , donde P (a) es una funcion 

J j J 

poli nomica que se puede derivar varias veces hasta anularse y e‘ L , sen ax, cos ax, 
puede integrarse varias veces sin difscultades, en estos casos, exisie una forma de 
organizar los caicuios que simplificar ei trabajo, este criterio ilustraremos mediante los 
siguienies ejemplo: 

Ejemplo,- Calcuiar la integral j x~Vc& 

Desarrollo 



J 



jxVt7x = j f(x)-g(x)dx, donde: f(x)-x :} y g( x)-e x 
J J 
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LxVrZx = -• 5.V-- £?■'•'•+ -20 a- <x v . .+ 120x0* ■ — 1 20^-ht:- 



| , , 7 

Ejempic.- Calcuiar la integral | (a- +-x + 5)e~ A dx 



Dcsar'rollo 



[j (x' + x + 5)<r A dx - | / (a) ,g (x) clx . donde: f ( x ) = x" +x + 5 , g (x) - 



/ (a) = X~ + A + 5 




3x 2 + 1 • • 


a 

2 


6x 


"" e 2x 

4 


6 ........ 


•&. o lx 

8 


0 


2.y 

£_ 

16 


g.,\ 

a' 1 + x + 5)<r A dx — (a"' + x + 


,2.v 2 

— (3 x" +1)- 1- 6x— 

4 8 



Ejemplo.- Calcuiar la integral | x“ cos a dx 

j 

Dcsarrolio 



| .v* cos .v dx = !| /(x).# (,v } dx i 



g ( ,v ) = cos . 





integral hulefinida 
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-1- ' 


g (a.) — COS A" | 


2x 


— 


sen x I 


2 


H- 


- COS X 


0 






^ - sen x 



I x 2 cos x ch = x 2 sen A--(2x)(-cosA')'f 2(-sen.v) + c 
J 

.= x" sen x + 2x cos x - 2 sen a + c 

f ; 

Ejernplo.- Calcula la integral J (x"' - x + 7) sen 2x dx 



DesarroIIo 



| f (x) .g (x ) dx — \ {x : ' — x + 7) sen 2x dx 



donde; /(x) = x > ~x + l y g(x) = sen 2a; 



/(a:) = A' 3 — A' -f 7 




s( 


a) - sen 2a: 


3v 2 _ | 







COS 2a: 




- 




2 


6x 


H- 




sen 2a 
4 


6 


— 


• ’'■‘•jssk- 


cos 2 a 
8 


0 







. ysen 2a 
16 



3 cos 2a: 2 sen 2x, ^ / cos2a\ 6 sen 2x 



(x' — x + 7) sen x dx — --(a —a + 7) — (3x - — !)( )+6 a(— — )— f c 

v j \ 2 2 4 8 1 6 
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.(•v 3 -:- +7 )~ + Hv 2 -D-^^+M 052 ^ 3sen2 * 
2 " 4 4 ' 8 



j 1.6,7 EJERClCfOS PROPO^SfOSH 



Calcuiar las siguientes Integrates: 



© 


r «, 

| x m x t 


lx , n = - 1 


Rpta. 


x‘ ,+x ■ ' 
(In 


1 


— )-r C 




J 






n-r ] 


n -f 






© 


I In' x . 

1 — — itr 




Rpta. 


““(In 3 


x + 3 In 


2 x + 6 In 


x + 6) + c 




J x 






X 










f In 2 x , 




Rpta, 


<S 5 


9 , 






©y 


i 






-(Tin 2 


x -r 3 In x 


+ 2) + c 


J x ' 






28x- v " 


4 








f In f cos x 


hlx 


Rpta. 










(£) 


1 


tgx In (cos x) + 


tg X — X -r 


■c 




J COS X 














(?) 


r 

I {© _ 2x 

!l V' r — - v 

J 


+ 3) In x clx 


Rpta. 


j 


^3 

+ 3x)lnx““-- 
9 


■> 

X - 

L - 3x + c 

2 


/T\ 

Qy 


j 


dx 


Rpta. 


x 4 2 x'' 4 

In x- - 

4 8 


In x + A 
32 


~r C 




| In 2 x cix 




Rp lii * 


x(hr x- 


2 in x 


h 2) + c 




® 


f x In x 


— dx . 


Rpta. 


JE7( 


l - In ,y 


) + ln{— 


J\ © 

V i — X 

— ) + 
x 






-V/r 


- £?7>i-<7. 


x 2 -1 


!~x| 






W 


I V . , v 

1 - x 






2 


i+4 


A < C 




/72\ •■ 


flnx _ 






... 1+2 In 


X 






tlU 3 


j x" - 




Rpta. 


4,v" 


-l- c 








hi teg r a l In defin Ida 



10} 



{-l-l-l- 






(l4.» 



f In ( In x) 



dx 



j 



I 1 n (\fx 4- V i + x ) dx 



ln(2-t-vx) 



<& 



f 

(7 + .Y-3jc z )e-<fe 



Rpta; in x (■ In { In -x) --}) H- o - 

Rpta. (x + — ) In (-\fx + Vx + 1 ) — \fx 2 + a -!- 
2 2 

Rpta, ®2l ln |5/; + 2 L®. + ^ + c 

2.1 I 4 

Rota. (3x“ -r 5 a - 2)e~ x + c 



AC 






(19, 



© 



;i+a)' 






• Rv 



Rpta. 



xe' 



■ + e' +c 



l+X 



Rpta. A ■ • e ! ' A + c 



r ; 

I (2,v-3)(.v 2 -3.V--I)' 1 ln+ -3i--l)rfr 



f 2 

I x e 



e ' dx 



I x' e ' " dx 

J 



V L ™ 2x45)6’ A c/a 



Rpta. — — — — (in(x 2 -3x-l)~ — }4. 

5 5 



Rpta. -e _ ’ v ( a 2 + 2a + 2) + c 

Rpta. — 3e _A ' A (a'' 4 9.x 2 4- 54a + 162) + c 

Rpta. —(a 2 +5)e~ x +c 



lj (x A -~3x)e dx 

j 



XL I 



f 3 a-©- 2 a -I 
4<+' v 



dx 



Rpta. (36a' - 1 8a" ~ i 02a + 1 7) + c 

216' 



Rpta. (3 a“ + 4a -i — ) -h c 
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jj ,(8 a'\+ 6a . .+ 2x .±5)(4ddx. 



I v 1 r 9 

..Rpta,.-e'-: (2xr . -!— -h— ) + c 
2 8 



arctg y a dx 



Rp ta . x arctg 4x ~ 4x + arctg 4x + 



r ‘T ; 

(1 .v arctg" .T dx 



Rpta. ~ (a" -f 1) arctg'' x - 2x arctg a 4- In j x~ + ! | j -b c 



| arc to x 

j rW) 



dx 



Rpta. In 



d + *‘) 



I ^ arctg" x ^ 
x C " 2 



f arctg a 



dx 



Rpta. In 



■ji+x 1 



arctg a 
- ■ f + c 



I x' arctg 3a dx 



x' „ a" i . , 

Rpta. — arctg 3 a -i in 1 -i- 9 a" I +£ 

3 ■“ 18 160 • 



~~~=r e dx 

J (a + 1) 



Rota. 



X -r 



1 — 2L=ln (— )dx 
a i 



Rpta. 



4 1 — a 2 in 



x + ! 



2 arcsen x + c 



J 



| arctg( 4 x 4- 1 )dx 



Rpta. (a + 2) arctg y a + i - 4xf'l +c 



. f~2 7 i 

AarcigyA — 1 dx 



a -> 1 ' ■) 

Rpta. — arctg y a" ~ 1 — V a" - ! -I- 

? 9 



f , [r , , 

s arctg V y. a — I c/a 

j 



Rpta . ( w'“ -i- 1 ) 2 arctg w - — (w 2 + 3 } + a 



donde 



:le: w = \j 4 x~~] 




Integra} hulefinuhi 



125 



f v arctg x ; 


_ arcts a* 


arctg.: 


~ LtJi 

j (f+x^)- 


4 


2(1 + x : 


1 x — x arctg x , 


Rpta. ex 4 

2(1 ■ 


x 


j o+A-r 


-hx 2 ) 4 


f arctg 4x . 

I r . dx 

J dx 


Rpta. 2\fx arctg \fx + ! 


f 

| A. SCC A ClX 


Rpta. ,xtgx + 


Incosxj 


J 







7x + 5 

: — arc. tg x + c 



in i -b x -he 



l i. j 

| x ig ;c ax 



Rpta . x t e x - : — t* In cos x + c 



f , r 

\ sen ax ax 



Rpta. 3 (2 - Vx 2 ) cos tfx + 2 3fx sen : \fx + c 



x sen xcosx dx 



sen 2x x 



cos lx -l- c 



x' sen x dx 



Rota, — x '' sen x + 3x “ sen x + 6x cos x — 6 sen x + < 



( 42 ) | fx" 5x "i* 6) cos 2x dx- 

!l 

is) 



;x“ -{- 1 Ox + 1 1 2x + 5 . 

sen 2x -I cos 2x 4- c 

4 4 



(4j; | xsec 3x civ 



Rpta. — 1« 3x — In sec 3x 4- c 
3 9 1 1 



j x cos ec~ i~)dx 

9 



mipta. -2xc tg(-) -I- 



4 In sen(— ) + c 



I x 2 sen x dx 



Rpta. — x " cos x + 2x sen x + 2 cos x + c 
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|! 9x I si" 3x cix 



L' p t <3 »• :XTV/ v i £’ J X ”r in COS w7A'l + C' 

« o I i 



| ,/ x 



I senV2x fZv 



j sen - x 



Rpta.-. , ~rxc tg x + In [sen xj + c i'. 
Rpta , —J2x cos Jl 2.v + sen *Jlx -r c 
Rpta. — - — h in tg(— )3 + c 

■ - bp- 7-1 v ? " ; 



sen x 



[i xcos3x clx 



R p ta . —sen 3 x + — + c 

V,. 0 



f 

I xsen - x c/x 



x - x sen 2x cos 2x 
Rp t a . — — — -I- c 



{52) I 3 A cos x dx 



3 A f sen x + In 3 . cos x ) 
Rpta. -A - + c 



i$3p f sec' x dx 

sJ 



sec v to- x 3 

Rpta. —^(2 sec 2 x + 3)+-ln secx 

8 8 



f ta x + c 



i arcsenx , 
li , /= — dx 
j Vx + 1 


Rpta., 2 a/x+T arcsen 


, + 4./T-X,c 


| (arcsenx)" cZx 


Rpta, • ,x (arcsen x )" + 


2 arcsen X.V2- 


J 






| arccos x dx ■ 

j 


Rpta. : x arccos x - Vi 


— x~ + c . 


| arc sen x 


jrj . /arcsen x 


X 


j x~ 


X 


1 + 0-x 2 )" 2 
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(is) ■ | a arcsen{x'- )dx 



■ arcsen(x 2 ) + 



-he- 



(59) 1 6x~ arc sen 2x dx 

j 



Lota. 2x 3 arcsen 2x ■+ 



, 7l-4.v- (1-4 a--) 3,; 



12 



(60 ) I arcsen 2x dx 



■gz i? 

Rpta. x arcsen 2x + - + c 



fx arcsen x , 
V> u -rx—dx 



arcsen x 1 , 

pta. TTT + " !n 

(1 -.v‘) 2 



I + X 



+ c 



/xTX 



A 

I (arccos.v— In x)dx Rpta. x arccos x — V 1 — x 2 — x ( In x — 1 ) -h c 



(63 J i 4 a:' 1 arcsen(~-)r/x 

W J x 



,i i X + z I " 

Rpta. a:' arcsen(— )H — dx~ -1 -he 



J arcsen dx 

[64 j ; 7= dx 

^ ' J dx 



Rota, 2 dx arcsen dx -\-2dl~x + c 



(65 J | a : 2 arcsen a <r£v 



Rpta. — arcsen x- — (1 - x~Y' “ h — ( l-xr ) -he 
3 9 3 



^ f ^ 
i 66 j | v cos' x dx 



_ x 2 cos' 1 x 

Kpta . a sen x ~ sen ' x + — cos x 4 h c 



jTZS. i 

\67j I e ■' cos 3 x dx. 

J 



“ptav (3 sen 3 a - cos 3 a) c 



£) 



f4-- 



dx 



_ e , cos 2 a -sen 2 a. 

Rp ta. — ( ) + c 

2 0 



69) I e x sen a sen 3 a dx 



„ e' 2 sen 2 a - + cos 2 a: 4 sen 4x + cos4x, 

Rpta, — ( * ) + c 

4 5 1 / 
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KZ/ 



f 

li cos ■■bx- dx 



J 



Rpta;-.' e l 



( b sen bx + a cos bx ) 



2 , , 2 
a J r b 



© 



I e~" cos(e' )dx 



J 



Rp ta . e' sene' + cose' + c 



(T)b 

v2/ 



I sec' (In x)dx 



Rpta. a* sen" (in a - ) — — (xsen (2 In x) — 2a- cos ( 2 In a ))-(■■ c 
' 5 ' 



I73) 

XZs 



I xV^r/x 



R pta . — -e x ( x 4 - 1 ) + c 



(TfO 

Kz/ 



xctrc sec x cbc 



li V'f' 

i (arc sec A')" dx 



x" 



dx- - I 



Kpta. — arc sec x - — 1- c 

7 7 



-) 2 2 1 a- - 

Rpta. a- arc sec" a - — in 

a:'" 1 — a* a* 2 a: t 



A 
(}' 



1 x 2 arete a- dx 



Rpta. ~ arctg x — ~ + —■ In 1 1 + a” j + c 



6 6 



(77y |' n/aT 1 n a dx 



, , 2 3/2 j 4 3/7 

iota, -a In a — a -he 

3 9 



sen 



1 a. In (1 + sen a ) <t/a* Rpta. - cos x. in ( 1 + sen a ) + x + cos .v -f c 






Si; f”[x)~—af{x) y g*(x) = bg{ x) , donde a y b son constantes. Encontrar ia 
integral: j /(*)-g"(x)^ . Rp*»- -/X-v).g(x)] +c 



■SO.) | cos (In a) dx 

y J 



Rpta. . — [sen ( in x) + cos ( in x } J + 



(m 



| (3a -i- ! ) arctg 2a dx 



J A J J 1 •> 

Rpta. (- h x -1 — arctg lx — a: — in( 4a:” + i ) + c 

2 8 4 8' 




/ n teg ml /« clef in id 'a 



1 29 



I ( :i • + 5x4-1 )e x c!x 



pta. e x -{x~ +3x — 4).+ c 



(S) J" (x 2 + x 4- 1) sen x dx Rpta. (2x + 1 ) sen x - (x 2 + x + !) cos x + a 



(84) f (3x 2 4- lx + \)e x dx 

i 



Rpta, xe x (3x + l) + c 



@ I -5x + l )e~ x dx 



Rpta , —e (x“ - 3x — 2 ) + c 



f x 2 +3x4-4 



5 ,,.t 



■dx 



Rpta. -ef A (x" + 5x + 9) + c 



(87 ) f (x 2 + 2x* + 5)(2senx+3cosx) dx Rpta. (3x" + 1 0x4- 1 3)sen x — (x“ — 2x — 2}eosx + c 



( 88 ; 



(89) 



| x 2 ln(x 6 - 1 )dx 



Rpta. | f (x 3 - 1) In | x 3 - 1 1 -(x 3 ~ I) j + V- (x 3 + 1 ) In | x 3 + 1 1 ~(x 3 4- 1) j 4- c 



f in 2 (x + Vi +x 2 )cix 



x In 2 (x + Vi +x 2 ) - 2a/i -x 2 ln(x + \/l + x 2 ) + 2x + 






j (2x 4 +2x — l)sen2xt.7x Rpta. (2x J -3x + ~-)sen2x-(x -3x" + x+l)cos2x + c 



ifl) 

\.„+ 



x*V A ’dx 02) j x 2 (x^ 4- 1)'" 2 Inx dx (93) j arcsen V3x 



J 



j in(x 2 + 2 )dx 



95) I (x- + lx - 5) cos 2.x dx (gg) J (ln(xf ) dx 

J v 
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97) 



1- e' x sen x cos a' dx 



(§t) | e~' y cosua dx 



zO\ s , : 

0 h'" 1 ’ * 

C.v 



/’ :\ 



f sen x . 

t — dr 
3 e 



:V.'l | 2 



| x“ arcsen x dx 

K J 



^102) | (arcsen a-)" c/a: 



(103/ t send x civ 

^ J 



104} a- 2 '/ sen a- t/x 

' ' ' J 



f-vlnj* 



/£,. . 

1106 



y 



| (a + 2a: + 1 )arctg( x + 1 )dx 



/d'x\ 

107) 

'•W 



| a- 2 arcig( 2.x 1 (1 -x 2 ))dx 

J 



\ tvw / « 

J 



| 2.v( arcsenx'Y' dx 



“~N f 



K/9j I a Ae/?(arccos{2x))c/x 



Ui 



4a- A- 



lno; 

? 5 \ 



-dx 



| (2x+l)arctg(-j===r)dx 



{ hi 

v y 



r 

| xarcseni 



V 



■ ) dx 



1 + X~ 



1 .'-fr 



:■ INTE’GRA C IO N’ POlt SI3ST ITUC I ON- TRI G ON O M ETRIC A. 



Sea 11 — j (a) una fnncion de a. En rnuchos casos es posible calcular una Integral 
efectuando una sustitucion trigonometrica, y estas Integrates son de la forma: 



| R(/J, \fir 4- )ciu\ ■ t R(u. da" ~v 2 )chi , | -.R(u. did - (/' Wx j 

■J V 2 -':: Jd.ddi/dxxddr/jx; ' 



Donde R es una funclon racional. 

Ahora daremos un criterio para calcular estas integrales, para esto consideremos los 
siguientes casos: 







/ ntegral in defin id a 



Conslruimos un triangulo rectanguio. 

Se toma la funcion: 




ig$ = 



u 



\ 9 — arctic 



\ u = a tg 9 [ clu — a sec - 9 dd 



t 

a 



Las demas funciones se toman cle acuerdo al integrando que se tenga. 



2 d0 Casoi Para la integral de la forma: I j R(u,d a 2 —u 2 )dit, a> 0 



Construimos un triangulo rectanguio. 

Se toma la funcion: 



sen 6 - ■ 




u = a sen 9 



6 = arcsen(- 



du = a cos 6 dQ 



Las demas funciones se toman de acuerdo al integrando que se tenga. 
3 cr Casoi Para la integral de la forma: § it 2 - a 2 )du , a - 



Construimos un triangulo rectanguio. 

Se toma la funcion: 

d 




? 0 
nr -cc 



f 



sec 6 ■ 



| (9 = arc sec(— ) 

] 

[ du — a sec (9 tg 9 d 6 



n = a sec 6 

Las demas funciones se toman de acuerdo al integrando que se tenga. 
OBSEEVACION: Se trata de la sustitucion trigonometries del tercer caso 



lvu —o 1 )du , se procede del siguiente modo: 
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\Es 



a) Se calc u la la integral para a > a. 



b) Se calcula la integral para it < -a, luego se hace la sustitucion v ~ -it, de donde el 
calculo de la integral se reduce a la parte (a). 

c) Por lo ianto la integral resultante se conipone de dos integrities, una para el 
intervale u > a y la otra para el intervalo it < a (ejemplo. 3). 

Sin embargo, estas integrates pueden resultar iguales y d'ar una sola expresion para la 
integral dad a (ejemplo. 4).' 

Ejemplo de aplicadon de este criterio.- 
Calcular las siguientes integrales: 



| x " dx 



(9 + x 2 )' 12 



Solucidii 



Apiicando la sustitucion del 1" caso: 




Se toma la funcion: { 



i tg Q = — 

3 

x = 3 tg 0 



Ademas: sec $ — 



(r +9) l/2 



0 = arctg(-) 

3 

dx — 3 sec 2 9 d 6 



All 



I .ro" + 9 ) =3 sec 0 



Ahora hacemos las sustituciones: 



f ?tg*ft3sec^ = 9 f , 
j {9+j.-*) 1 '" J 3 sec 0 j * 



f- . ■ , . P . , 

9 j (sec 2 0~\)secOcW = 9 | (sec 2 0 - sec &)d.6 



— ( tg d. sec 0 + In 1 tg 0 + sec #!"] 


™ In- 1 tg (9+ sec 91 


_2 • ' 1 w J 


. 




